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LỜI GIỚI THIỆU 


Trong đề thi thử của các trường hay trong đề thi THPT Quốc Gia thì các bài toán về chủ đề 
nhị thức Newton hầu như sẽ chiếm khoảng 1 câu mức độ khó hay dễ tùy vào người ra đề. 
Bài toán này không phải là dạng toán quá khó nhưng do cách phát biểu và công thức liên 
quan khá là cồng kềnh và khó nhớ nên nó làm khó khăn cho tưong đối nhiều bạn học sinh. 
Vì thế trong sản phẩm lần này, mình sẽ giới thiệu cho các bạn các phưong pháp hay và 
mạnh để giải quyết các bài toán đẳng thức liên quan tới nhị thức Newton ở mức độ vận 
dụng và vận dụng cao. Để có thể viết nên được chuyên đề này không thể không có sự 
tham khảo từ các nguồn tài liệu của các các group, các khóa học, tài liệu của các thầy cô mà 
tiêu biểu là 

1. Thầy Lã Duy Tiến - Giáo viên trường THPT Bình Minh 
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5. Thầy Huỳnh Đức Khánh 

6. Thầy Nguyễn Hữu Quyết - THPQ Bố Trạch 1 tỉnh Quảng Bình 

7. Thầy Lê Hồng Thái - Vĩnh Yên 

Trong bài viết mình có sưu tầm từ nhiều nguồn nên có thể sẽ có những câu hỏi chưa hay 
hoặc chưa phù hợp mong bạn đọc bỏ qua. Trong quá trình biên soạn không thể tránh khỏi 
những thiếu sót, mong bạn đọc có thể góp ý trực tiếp với mình qua địa chỉ sau: 

Nguyễn Minh Tuấn 
Sinh viên K14 - Khoa học máy tính - Đại học FPT 
Facebook: https:// www.facebook.com/tuankhmt.fpt 

Email: tuangenk@gmail.com 
Blog: https:// lovetoan.wordpress.com/ 
Bản pdf được phát hành miễn phí trên blog CHINH PHỤC OLYMPIC TOÁN, mọi hoạt 
động sử dụng tài liệu vì mục đích thưong mại đều không được cho phép. Xin chân thành 
cảm on bạn đọc. 
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NHỊ THỨC NEVVTON VẬN DỤNG CAO 

GIỚI THIỆU VỂ NHỊ THỨC NEVVTON 

Để ghi nhớ công lao của Isaac Newton (1642 - 1727) trong việc tìm ra công thức khai triển 

nhị thức sau, được gọi là nhị thức Neioton. 

. , -vn . , m m(m-l) 2 m 

x + 1) =1 + —-x + -X +... + — 

’ 1 ! 2 ! 

Trên bia mộ của Newton tại tu viện Wesminster (là nơi an nghỉ của Hoàng gia và những 
người nổi tiếng của nước Anh ) nguời ta còn khắc họa hình Newton cùng với cả nhị thức 
Newton. Vậy có phải chăng loài nguời đã không hề biết gì về công thức khai triển nhị thức 
truớc khi có phát minh của nhà bác học vĩ đại này ? Theo các văn bản còn lưu giữ đuợc từ 
rất lâu truớc Newton, ngay từ 200 năm truớc Công nguyên các nhà toán học Ấn Độ đã 
quen biết với một bảng tam giác số học. Trong tác phẩm của nhà toán học Trung Quốc 
Chu Sinh viết từ năm 1303 nguời ta tìm thấy bảng số sau: 

1 

1 1 
12 1 
13 3 1 
1 4 6 4 1 
15101051 
1615201561 
172135352171 
18285670562881 

Rõ ràng đó là các hệ số của công thức khai triển nhị thức Newton từ cấp 0 đến cấp 8, dù 
nhà toán học này đã không nói gì cho các hệ số tiếp theo cùng công thức tổng quát của 
chúng, nhưng theo cách thức lập bảng của ông, ta có thể dễ dàng tìm ra quy luật cho phép 
viết đuợc các hàng mới. 

Vào nửa đầu thế kỉ XV trong tác phẩm chìa khóa số học viết bằng 
tiếng Ả rập của nhà toán học, thiên văn học Xamacan có tên là 
Giêm Xit-Giaxedin Casi nguời ta lại gặp tam giác số học mà tác giả 
đã gọi tên rõ hơn là các hệ sô nhị thức cùng với những chỉ dẫn cách 
thành lập các hàng kế tiếp của nhị thức. Với lối chỉ dẫn (không 
chứng minh) đó Casi đã cho ta khả năng khai triển nhị thức ở 
một cấp bất kì. Có thể coi đó là sự phát biểu bằng văn đầu tiên 
trong lịch sử của định lí về nhị thức Newton. Ở châu Âu, tam giác 
sô học đuợc tìm thấy đầu tiên trong công trình của nhà toán học 
nguời Đức Stiffel M. Công bô vào năm 1544. Trong công trình 



(rn-l)(rn-2)...3.2.1 ^ m ^ 


Điều ta biết là giọt nước, điều ta chưa biết là đại dương - Newton 
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này cũng đã chỉ dẫn ra các hệ số của nhị thức cho đến cấp 17. 

Gần một trăm năm sau, hoàn toàn độc lập với nhau, Các nhà toán học nguời Anh Bô-rit- 
gôn (1624), nhà toán học Pháp Fermat (1636) rồi nhà toán học Pháp Pascal (1654) đã đua 
ra công thức hoàn hảo về hệ sô' của nhị thức Newton. Đặc biệt trong công trình mang 
tên Luận văn về tam giác sô' học công bố vào năm 1665, Pascal đã trình bày khá chi tiết về 
tính chất của các hệ số trong tam giác sô'học và từ đó tam giác số học đuợc sử dụng một 
cách rộng rãi và tên tam giác Pascal ra đời thay cho tam giác số học. 

Rõ ràng mà nói về mặt lịch sử thì tam giác số học đã đuợc các nhà toán học Á đông xét đến 
truớc Pascal rất nhiều. Vậy vai trò của Newton ở đâu trong quá trình hình thành công thức 
nhị thức Newton ? Năm 1676 trong bức thu thứ nhất gửi Ô-đen Hiaro - Chủ tịch Viện 
Hàn Lâm hoàng gia Anh, Newton đã đua công thức (1) mà không dẫn giải cách chứng 
minh. Sau đó ít lâu trong bức thu thứ hai gửi đến Viện Hàn Lâm, Newton đã trình bày rõ 
ràng bằng cách nào ông đi đến công thức đó. Thì ra bằng cách này Newton đã tìm ra công 
thức Newton từ năm 1665 khi mà ông chỉ mới 22 tuổi. Nhung dù vậy thì việc đua trình 
công thức của mình Newton cũng không nói đuợc điều gì mới cho các nhà toán học đuong 
thời. 

Vậy tại sao công thức không mới đó lại mang tên Newton ? vấn đề là ở chỗ ý tuởng của 
Newton không dừng lại ở việc áp dụng công thức này cho truờng hợp các sô mũ là số 
nguyên dương mà cho số mũ bất kì: sô'dương, sô'âm, sô'nguyên và phấn sô'. (ở trung học chỉ học 
sô'mũ nguyên dương ) 

Chính ý tuởng mới đó cho một ý nghĩa lớn lao đối với việc phát triển của toán học. Các 
nhà toán học đuong thời thấy ngay tầm quan trọng của công thức và công thức đuợc áp 
dụng rộng rãi trong nhiều công trình nghiên cúu toán học, đặc biệt trong đại số và giải 
tích. Nhân đây cũng phải nói thêm rằng công thức nhị thức Newton không phải là sự 
đóng góp lớn nhất của Newton cho toán học. Newton đã đóng góp rất nhiều cho việc mở 
đầu những huớng toán học cao cấp, đó là các phép tính đối với các đại luợng vô cùng bé. 
Và do vậy đôi lúc Newton đuợc coi là nguời sáng lập ra ngành Giải tích toán học 

I. CÔNG THỨC NHỊ THỨC NEVVTON. 

Khai triển (a + b) đuợc cho bởi công thức sau: 

Với a, b là các số thực và n là số nguyên duong, ta có 

(a + b) n =ịcy- k b k =C°a n +C> n ^b + ... + C^ k b k +... + C"b n -(l) 

k=0 

Quy uớc a° = b° = 1 

Công thức trên được gọi là công thức nhị thức Neivton (viết tắt là Nhị thức Neiuton). 

Trong biểu thức ở VP của công thức (1) 

2 I Chinh phục olympic toán biểu ta biết là giọt nước, điều ta chưa biết là đại dương - Nevvton 
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a) Số các hạng tử là n +1. 

b) Số các hạng tử có số mũ của a giảm dần từ n đén 0, số mũ của b tăng dần từ 0 đến 
nhung tổng các số mũ của a và b trong mỗi hạng tử luôn bằng n. 

c) Các hệ số của mỗi hạng tử cách đều hai hạng tử đầu và cuối thì bằng nhau. 

HỆ QUẢ 

• Với a = b = 1, thì ta có 2 n = c° + c* + ... + Q. 

• Với a = 1; b = -1, ta có 0 = c° n -ơ n +... + (-l) k c k +... + (-l) n C" 

CÁC CÔNG THỨC Cơ BẢN LIÊN QUAN TÓI KHAI TRIEN nhị thức NEWTON 

• (x + l) n =c°x n +c 3 x n_1 +c 2 x n " 2 + ... + C k x n " k + ... + Q- 1 x + C;; 

• (1 + x) n = c° n + ơ n x + c 2 n x 2 +... + c k x k +... + c^x" -1 + c> n 

. (x-l) n =C°-C 1 n x + C 2 x 2 -... + (-l) k C k x k + ... + (-l) n - 1 CrV- 1 +(-l) n CX 

• c k =cr k 

. C k + C k+1 =C k :Ị,(n>l) 
k.n! 


k _ tviv - n ( n ~ 1 ) ! _ nC k-Ị 

n (n-k)!k! (n-k)!(k-l)! 


k.c: = 

_J_ r k _ 
k + 1 ” 


k.n! _ n(n-l)! 1 

(k + l)(n-k)!k! - (n + l)(n-k)ỉ(k + l)! - n + 1 


k+1 

n+1 


Một số công thức thường dùng trong các bài tập dạng này như sau: 

• c k =cr k 

• c k +c k+1 =c k :ỉ / (n>l) 

. kC k =nC k :ỉ(*) 


1 


■c k = 


1 


c 


k+1 

n+1 


k+1 n n+1 

2 n =C°+C 2 +... + C 


2 n-l =C U +C Z + c * +c 


n-1 


+1 


• 2 n_1 =cl +cl +CI... + C} 2 

n n n n 

Ngoài ra từ công thức (*) ta mở rộng đuợc công thức 


/^k . r\s-ik+’L , /~>k +'Z /^»1 

+ — ^n+2 


ìk+1 
'n 


■*k+2 


ìk+2 


c k + 3C k+1 + 3C k+2 + c k+3 = c 


■*k+l 
"n 


k+2 
n 


■»k+3 
'n 


■»k+3 

'n+3 


n. 


■E)iểu ta biết là giọt nước, điều ta chưa biết là đại dương - Newton 
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II. GIỚI THIỆU TAM GIÁC PASCAL. 


n = 0 
n = 1 
n = 2 
n = 3 
n = 4 
n = 5 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


10 


10 


5 1 

Tam giác Pascal được thiết lập theo quy luật sau 

• Đỉnh được ghi số 1. Tiếp theo là hàng thứ nhất ghi hai số 1. 

• Nếu biết hàng thứ n (n > 1) thì hàng thứ n+ltiếp theo được thiết lập bằng cách cộng 

hai số liên tiếp của hàng thứ n rồi viết kết quả xuống hàng dưới ở vị trí giữa hai số 
này. Sau đó viết số 1 ở đầu và cuối hàng. 

Nhận xét. 

Xét hàng thứ nhất, ta có l = c° 1 ,l = c\. 

Ở hàng thứ 2, ta có 1 = c°, 2 = cị, 1 = cị. 

Ở hàng thứ 3, ta có 1 = c°, 3 = cl,3 = Cg, 1 = C 3 . 


Các số ỏ hàng thứ n trong tam giác Pascal là dãy gồm (n + 1 ) số c ° n , cị, cị,..., C" 1 , C". 

DẤU HIỆU SỬ DỤNG NHỊ THỨC NEVVTON. 

Sau đây là một số dấu hiệu giúp ta nhận biết được các dạng toán trong phần này, các dạng 
toán này sẽ được hướng dẫn kỹ hon ỏ phần sau. 

n 

a) Khi cần chứng minh đẳng thức hay bất đẳng thức mà có y cj n với i là số tự nhiên 

i=l 

liên tiếp. 

b) Trong biểu thức có ^i(i -l)c| 1 thì ta dùng đạo hàm (i e N) 

i=l 

• Trong biểu thức có y^(i + k) Ó, thì ta nhân 2 vế với x k rồi lấy đạo hàm 

i=l 

n 

• Trong biểu thức có ^ a k c | 1 thì ta chọn giá trị của x=a thích hợp. 

i=l 

• Trong biểu thức có ^ 7 —-^ thì ta lấy tích phân xác định trên [a;b] thích hợp. 

i=i i — 1 

• Nếu bài toán cho khai triển (x a +x b ) =^c| ì (x a ) ( xb ) = thì hệ số 

i=i i=i 

của x m là C n sap cho phuong trình a(n-i) + bi = mcó nghiệm i G N 


4 I ổhỉnh phục olympỉc toán 
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• Ó đạt max khi i = ^ hav i = -—r— với n lẽ, i = ^ với n chẵn. 

2 J 2 2 

III. CÁC DẠNG TOÁN LIÊN QUAN TỚI NHỊ THỨC NEVVTON. 

1. BÀI TOÁN KHAI TRIỂN NÂNG CAO. 

BÀI TOÁN KHAI TRIỂN TAM THỨC 

Một thuật toán khai triển nhanh tam thức Newton (a + b + c) n 

Lời giải tổng quát 

• Bước 1: Viết tam giác Pascal đến dòng thứ n, để có được hệ số của nhị thức 
Newton (b + c) n . 

• Bước 2: Ở các đầu dòng ta viết các đơn thức là khai triển nhị thức Newton (a + l) n . 

• Bước 3: Nhân lần lượt các đơn thức ở đầu dòng mỗi cột với các đơn thức còn lại trên 
mỗi dòng đó rồi cộng các kết quả lại, ta thu được kết quả khai triển. 

Cụ thể ta có ở dưới đây 

l.a n 1 


c^- 1 

lb 

lc 


c 2 .a n - 2 lb 2 

2 bc 


lc 2 

c 4 .a n - 3 lb 2 

3b 2 c 

3bc 2 

lc 2 

l.a° l.b n c 4 .b r 

-Lc 

Q 

^.b.c "- 1 l.c n 

Sau khi cộng lại ta được: 




n 

( n 3 




^C q .b n - q .c q 

= I 

C p .C q .b n ~ q .c q .a n ~ p 


p=0 yq=0 y 0<q<p<n 


Sau khi khai triển (a + b + c) n với 0<q<p<n số hạng thứ p + 1 trong khai triển là 
T =ữ.ơ.b n_q .c q .a n ' p . 

p n p 

Ví dụ 1: Hệ sô của số hạng chứa X 4 trong khai triển P(x) = (3x 2 + X +1) là? 

Lời giải 

Với 0 < q < p < 10 thì số hạng tổng quát của khai triển P(x) = (3x 2 + X +1) là: 

T p = c p 0 .c q .(3x 2 ) 10 " p ,x p - q ,l q = C p 0 .C q .3 10 - p .x p - q+2 °- 2p 

Theo đề bài thì p - q + 20 - 2p = 4 <=> p + q = 16 
Do 0 < q < p < 10 nên (p;q) e {(8;8) ; (9; 7);(10; 6 )}. 

Vậy hệ số của X 4 trong khai triển P(x) = (3x 2 + X +1) là: 


£)iểu ta biết là giọt nước, điều ta chưa biết là đại dương - Newton 
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/^8 /^>8 q10-8 . q10-9 . /'“■»10 f~i6 Q10-10 _ 'X /'Qr- 

^10 •'‘■■'8 ,v ^ H-v^Q.V^ọ.ư + V^ 10 .L, 10 .O — 1 OyD . 


Chú ý khi ra nhiều trường hợp của (p;q) thì ta công hệ số các trường hợp với nhau để có 
kết quả. 

Ví dụ 2: Tìm số hạng chứa X 13 trong khai triển thành các đa thức của (x + X 2 + X 3 j ? 

Lời giải 

Với 0 < q < p < 10 thì số hạng tổng quát của khai triển (x + X 2 + X 3 ) là: 

T P = c? 0 .q.x 10 - p .(x 2 ) p ~ q ,(x 3 ) q = CP,.q.3 10 - p .x 10+p+q 
Theo đề bài thì 10 + p + q = 13 <=> p + q = 3 
Do 0 < q < p < 10 nên (p;q) e {(2;1);(3;0)}. 

Vậy hệ số của X 13 trong khai triển là: C 2 0 .C 2 + C^Q.Cg = 210 . 


Ví dụ 3: Tìm hệ số của X 8 trong khai triển đa thức của: 1 + X 2 (l -x ) 8 

Lời giải 

Cách 1. Ta có: f(x) = J^Cg [x 2 (l-x)J =ịCsX 2k ^(-lýqx 

k=0 k=0 _i=0 


Vậy ta có hệ số của X 8 là: (-lý CgQ thoã 


0 < i < k < 8 
2 k + i = 8 
i,k e N 


1 = 0 
k = 4 
i = 2 
k = 3 


Hệ số trong khai triển của X 8 là (-1)° CgC° + (-1) 2 CgC 2 -238 

Cách 2. Ta có: f (x) = c° +... + c 3 [x 2 (1 -x )] 3 + c* [x 2 (1 -x)] 4 +... + c 8 [x 2 (1 -x)" 

Nhận thấy: X 8 chỉ có trong các số hạng: 

• Số hạng thứ 4: Cg x 2 (l-x) 

• Số hạng thứ 5: Cg x 2 (l-x) 

Với hệ số tưong đưong với: Ag= CgC 2 + CgC" =238 


n3 


-]4 


Ví dụ 4: Với n là số nguyên dưong và X # 0, xét biểu thức 


1 1 

8 . 3 -L -L 

X +x 

X X J 


. Hỏi có bao 


nhiêu số n < 2018 sao cho khai triển của biểu thức trên có số hạng tự do là 0 ? 


r 


Ta có 


1 1 


X + X + — + — 
X X 


làT = cx k -CX = c k c> 


Lời giải 

nên số hạng tổng quát của khai triển trên 

X ) 

k/^h_.3n+5k-ioh gộ' hạng này là số hạng tự do khi 



1 , 5 \ n 

( 3j _ 1 

\ 

=( 

l + x ) 

x +7 


ì v 


V X 

) 


6 I Chinh phục olympic toán 


Điều ta biết là giọt nước, điều ta chưa biết là đại dương - Newton 































TUyểN TẬP MỘT SỐ NHÓM CÂU HỎI VẬN DỤNỐ CAO MÔN TOÁN 


3n + 5k -lOh = 0 « 3n = 5(2h-k) 

Nếu n không chia hết cho 5 thì khai triển sẽ không chứa số hạng tự do, tức là số hạng tự do 

là 0. Còn khi n chia hết cho 5 thì khi h = -r-,k = ^, số hạng tự do sẽ là c k c k * 0 không 

5 5 

thỏa mãn. 

Ví dụ 5: Cho khai triển (l + x + x 2 ) =a 0 +a 1 x + a 2 x 2 + ... + a 2 n x 2n , với n>2 và a 0 , a x , a 2 , 
a 2n là các hệ số. Biết rằng ^ = —4-, khi đó tính tổng s = a 0 + a x + a 2 +... + a 2n ? 

Lời giải 

Ta cỏ (1 + X + X 2 ) n = ịci (x + X 2 ) k = ẳC^CLx"- 1 .X 21 . 

k=0 k=0 1=0 

ì = 0;k = 3 


Hệ số của X 3 là x k+ =x 3 =>k + l = 3 


1 = l;k = 2 


=^a 3 =C 3 C 3 + C 2 C 4 . 


Tưong tự hệ số của X 4 là x k+1 =x 4 =>k + l = 4 


l = 0;k = 4 

1 = 1; k = 3 => a 4 = C 4 C° + c 3 c\ + C 2 C 2 . 
1 = 2 ;k = 2 


Theo giả thiết 14a 4 = 41a 3 <=> 14(c 4 c° + C 3 Ơ 3 + C 2 C 2 ) = 4l(c 3 c°3 + C 2 CỊ) 


<=> 14 


<=>14 


n! | 3.n! | n! ì r n! | 2.n! 

4!(n-4)! + 3!(n-3)! + 2!(n-2 )!) [3!(n-3)! + 2!(n-2)! 


n(n-l)(n-2) (n-3) | n(n-l)(n-2) | n(n- l) 


24 


X ( 

= 41 


7 


n(n-l)(n- 2 ) , 

—=- -21 -l + n(n-l) 


V 


(14 2 

11 

185^ 

= 0 « 

n = 1 , X 

— n 2 - 

-n- 

íneN 1 

124 

4 

6 ) 


1 

II 

h-* 

o 


<=> n(n-l) 

Do n > 2 nên n = 10. 

Mặt khác thay X = 1 vào hai vế của khai triển (l + x + x 2 ) =a 0 +a 4 x + a 2 x 2 + ... + a 20 x 20 ta 
được s = a 0 + a 1 + a 2 +... + a 2ũ = 3 10 . 

Ví dụ 6: Giả sử (l + X + X 2 + X 3 +... + X 10 ì = a 0 + a 3 x + a 2 x 2 + a 3 x 3 +... + a nữ x 110 với a 0 , a 1 , a,, 
..., a 110 là các hệ số. Tính tổng T = CỊ 1 a 11 -CỊ^O+C 41 a 9 -C 21 a 8 +... + C]Ịa 1 -CỊỊa 0 ? 

Lời giải 

Ta có: A = (l + X + X 2 + X 3 +... + X 10 ) <=> (1 -x) 11 A = (l -X 11 ) 

11 .110 11 . . m 

«ẳ c í.(-4 • 

k=0 i=0 m=0 


Q 


Hệ Số của X 11 trong p là c° 1 a 11 -CỊ^O +Ci a a 9 -Ci a a 8 + ... + CỊ°a 1 -CỊỊa 0 =T 
Hệ số của X 11 trong Q là -CỊ a 

-Diều ta biết là giọt nưốc, điểu ta chưa biết là đọỉ dương - Newton Chinh phục olympic toán I 7 


































NHỊ THỨC NEWTON VẶN DỤNỔ CAO 


Vậy T = -cị = -11. 


Ví dụ 7: Biết tổng các hệ sô của ba số hạng đầu trong khai triển Newton 


r 


X- — I = 
V X 


y=ẳcỉ(-i) k (*T‘. 

) k=0 


(2Ỷ 

vxj 


Ta có 


X 2 - 


Bằng 49 . Khi đó tính hệ số của số hạng chứa X 3 trong khai triển đó? 

Lời giải 

f| =ẳci(-l) l (x 2 )” _k .í^ì =Êc í k (-l) k .2 k .x 2 ” Jk 

X J k=0 VX / k=0 

Tổng các hệ số của ba số hạng đầu trong khai triển bằng 49 nên c° n - 2 C t ' + 2 2 c 2 = 49(*). 

Điều kiện n e N *, n > 2. 

~n=-4(L) 


Khi đỏ (*) <=> l-2n-2'. n 11 -49 «=.2n 2 -4n-48 = 0 w 


n 


= 6 (N) 


Với n = 6 ta có nhị thức 


V-V 

V x; 


Số hạng tổng quát của khai triển là: c k (-l) k .2 k .x 12 3k (k <E N, 0 < k < 6 ). 

Số hạng chứa X 3 ứng với k thỏa mãn 12 - 3k = 3 <íí> k = 3 (nhận). 

Vậy hệ số của số hạng chứa X 3 trong khai triển là cị (-1 ) 3 -2 3 = -160. 

Ví dụ 8 : Cho khai triển T = (l + x-x 2017 ) +(l-x + x 2018 ) . Hệ số của số hạng chứa X 

trong khai triển bằng bao nhiêu? 

Lời giải 

2018 , ,, 2017 , _ , , 

Cách l.TacóT=Xcị n 8 (x-x 2 ”') + ỵ cỉ 017 (x 2 ““-x) . 

k=0 k'=0 

Hệ số của số hạng chứa X ứng với k = k 1 = 1. 

Do đó hệ số cần tìm là C 2 018 - C 2 017 = 1. 


Cách 2. Ta có T = a 0 + a a x + a 2 x 2 +... + a 


f'(x) = a 1 +2a 2 x + ... + 2017.2018a 2017 20i8 x 


2017.2018 

2017.2018 x 

2017.2018-1 _ 


= f(x) 


>2016 


f'(0) = a 1 . 

Mà f 1 (x) = 2018 (1 + X - X 2017 ) 2017 (1 - 2017x 2016 ) + 2017 (1 - X + X 2018 ) ZUib (-1 + 2018x 2017 ) 
£'(o) = 2018-2017 = 1 => a 1 = 1. Do đó hệ số cần tìm là 1. 


Ví dụ 9: Tìm hệ số của X 6 trong khai triển (2x +1) 


2 1 
X +X + — 


X 4 


thành đa thức? 


Lời giải 

Xét khai triển (2x + l ) 6 = (l + 2x ) 6 = Jc k l 6 - k (2x) k = Jc k 2 k x l 

k=0 k=0 


8 I ổhinh phục olympỉc toán 


•E)ỉều ta biết là giọt nưóc 7 điều ta chưa biết là đại dương - Newton 




















TUyểN TẬP MỘT SỐ NHÓM CÂU HỎI VẬN DỤNỐ CAO MÔN TOÁN 


r 


\ 4 í 1\ 8 r-y 


x 2 +x+4 = x+-^ = 2-+XỈ =yc®f-^ x j 

l 4j l 2) u J £ j UJ 

Vậy (2x + 1) 6 íX 2 + X + = t c k 6 2 k x k £ a í ịV * j = ỉ c k 2 k ý c> íI 

V k=0 j=0 v^y k=0 j=0 

Số hạng của khai triển chứa X 6 khi i + k = 6. 

Xét bảng: 


X 


j+k 


k 

0 

1 

2 

3 

i 

6 

5 

4 

3 

CỈ2 k .C' 

fi3 

12, 

8-j 

C°2°.Cg 


2 

Cl 2 \cị 


3 

c 2 2 2 .c 4 


4 

/-1V 

/^«3ọ3 /^3 -*■ 

^6 Z • V ^8 T 

k 

4 

5 

6 


i 

2 

1 

0 

CỈ2 k .C' 

í 1 ] 

,2) 

8-j 

c 4 2 4 .c 2 


6 

c^2 5 .q 

ri3 

5 

Cg2 6 .Cg 


2 


Vậy hệ số X 6 trong khai triển (2x + l) f 


2 4 

X +X + — 


3003 1 


thành đa thức là 


= _ch. 

4 4 14 ■ 


Ví dụ 10: Cho khai triển (l + 2x) n = a 0 +a 1 x + a 2 x 2 H-ha n x n , n > 1. Tìm số giá trị nguyên 

của n với n < 2018 sao cho tồn tại k (0 < k < n -1) thỏa mãn a k = a k+1 . 

Lời giải 

Ta có (l + 2x) n = yc k 2 k x k , suy ra a k = c k 2 k với k = 0,l,2,3,...,n . 

k=0 

n! „ n! 


Do đó a. = a, ^ <=> c k 2 k = c k+1 2 k+1 ^ 


——C1_ = 2.--——-— 

k!(n-k)! (k + l)!(n-k-l)! 

2 n-l 


<=> 7 1 , = —^»2n-2k = k + l <^k = 

(n-k) (k + 1) 3 

Vì 0 < k < n -1 nên suy ra n > 2. 

Nếu n = 3m, m e N, thì k = —— = 2m - \ <£ N. 

3 3 

Nếu n = 3m +1, m e N, thì k = 2-(3 m + l) —1 _ 2 m + 1 £ PỊ _ 

3 3 

2. BÀI TOÁN HỆ SỐ LỚN NHẤT. 

Với các bài toán yêu cầu tìm hệ số lớn nhất a k khi khai triển nhị thức (ax + b) n thành đa 

thức ta sẽ làm theo phuong pháp sau. 

„ . , ía k >a. , 

• Buớc 1: Lập hệ bất phuong trình < 

[ a k — a k+l 

Điều ta biết là giọt nước, điều ta chưa biết là đại dương - Newton Chinh phục olympic toán I 9 




















































NHỊ THỨC NEWTON VẶN DỤNỔ CAO 


• Bước 2: Giải hệ bất phương trình trên để tìm các số nguyên k thỏa mãn. 

• Bước 3: Thay các giá trị k vừa tìm được để tìm hệ số lớn nhất. 

Ví dụ 1: Khai triển đa thức p(x) = (l + 2x) 12 = a 0 +a 1 x + ... + a 12 x 12 . 

Tìm max(a 0 ,a 1 ,a 2 ,...,a 12 ) ? 


Lời giải 

Gọi a k là hệ số lớn nhất của khai triển suy ra: a k > a k ĩ 


1 2 k CÍ,>2 k - 1 CÍ: 1 

Từ đây ta có hệ phương trình ị , , , „ <=> <; 

J * A ° 1 ọk/^k ^ ọk+1/^k+l 

z S ^ 12 / z s ^ 12 


max(a ũ ,a 1 ,a 2 ,...,a 12 ) = a 8 =Cj 2 2 18 =126720 


2 1 
k 12-k + l 

1.2 
> 


12-k k + 1 


Ví dụ 2: Cho khai triển nhị thức 
Hãy tìm số hạng a k lớn nhất. 


o X 10 


1 . 2 
-7 + —X 

3 3 


9 10 

— 3.Q + 3.|X + ... + 3,ọX + 3 -^qX 




Ta có: 


1 _ 2 
9 + —X 
3 3 


,10 


1 


>10 


Lời giải 

(! + 2 T° = Ậr Ẻ c » ( 2 x) k ^ i cĩ„ 2 ‘ 

^ k=0 ^ 


a k ^ a k+1 
a k ^ a k-i 




/^>k r\k /'-'k+1 ọk+1 

V^ 10 Z — v ~ 10 z 

/^k ọk /~»k—1 ọk-1 

^10 z —^10 z 


Ta có a k đạt được max <=> < 


2 k 10! ^ 2 k 10! 
k!(10-k)! (k + l)!(9-k)! 

2 k 10! 2 k 10! 
k!(10-k)! (k-l)!(ll-k)! 

k = 7(keN,ke[0,10]) 


<=x 1 


1.2 

> 


10-k^k+i 

2 > 2 3 3 

k 11-k 


2 7 

Vậymax a k =a 7 =ỳ^c 7 10 


Ví dụ 3: Trong khai triển biểu thức F = ị\Ỉ3 + k/2 j số hạng nguyên có giá trị lớn nhất là? 

Lời giải 

Ta có số hạng tổng quát T k+1 = Cạ (V 3 j (^/ 2 ) 

Ta thấy bậc hai của căn thức là 2 và 3 là hai số nguyên tố, do đó để T k+1 là một số nguyên 

'keN 


thì 


0 < k < 9 


(9-k):2 

k!3 


<=> 


k = 3 => T 4 = c 9 3 (V 3) 6 (^/ 2 ) 3 = 4536 


k = 9 => T 10 = Cạ (>/ 3 )° (^2 j 9 = 8 
10 I Chinh phục olympic toán £)ỉều ta biết là giọt nước, điểu ta chưa biết là đai dương - Newton 

































TUyểN TẬP MỘT SỐ NHÓM CÂU HỎI VẬN DỤNỐ CAO MÔN TOÁN 


Vậy trong khai triển có hai số hạng nguyên là T 4 = 4536 và T 10 = 8 . 

Ví dụ 4: Hệ số có giá trị lớn nhất khi khai triển p(x) = (l + 2x 2 ì thành đa thức là? 

Lời giải 

Khai triển p(x) = ^c k 2 2 k x 2k = ^]a k x 2k với a k = c k 2 2 k . 

k=0 k=0 

• a k+1 > a k <=> c k+1 2 k+1 > c k 2 k <=> > —1— ^k<^^k<7. 

k + i k 12 12 k + 1 12 _ k 3 

Như vậy a 0 < a 1 < a 2 <... < a g . 

• a k+1 <a k <=> c k+1 2 k+1 <c k 2 k <=> -Ạ- < —ĩ— ^k>^<^k>8. 

k + i k 12 12 k + 1 12 _ k 3 

Như vậy a 8 > a 9 > a 10 >... > a 12 . 

Vậy hệ số có giá trị lớn nhất là a 8 = c 8 2 2 8 = 126720 . 

Ví dụ 5: Cho biểu thức p(x) = (x + 2) n = a n x n +a n _ 1 x n_1 + ... + a k x k + ... + a 1 x + a 0 , n e N*. 
Biết a n _ 9 > a n _g và a n ^ 9 > a n _ 10 . Tìm giá trị của n? 


Lời giải 


Theo công thức khai triển nhị thức Newton ta có: 

p(x) = (x + 2) n =c°x n 2° +c 2 x n - 1 2 1 +... + C"- k x k 2 n - k +... + C^- 1 x 1 2 n - 1 + c>°2 n , n e N* 

Mà p(x) = (x + 2) n = a n x n +a n _ 1 x n_1 + ... + a k x k + ... + a 1 x + a ũ , neN* 

Ta có: a k =2 n - k cr k =2 n - k c k , 0 < k < n => a n _ 8 = 2 8 C"- 8 = 2 8 c 8 n , a n _ 9 =2 9 c^ a n _ 10 =2 10 c 
Theo đề bài với n > 10, n e N * : 


a n-9 > a n-8 
a n-9 > a n-10 


<=> 1 


— — — > 2 8 — n! — 
9!(n-9)! 8!(n-8)! 

n! _ -10 n! 


<=> 1 


¥ -r—-r- > 2 


9!(n-9)! 10!(n-10)! 


2 1 
9 > ĨĨM3 


1 1 
ĨŨM? > 5 


<=> { 


_ _ 25 

n> 2 <=> n = 13. 
n< 14 


10 

n 


Ví dụ 6: Cho(l + 2x) n = a 0 +a 1 x 1 + ... + a n x n , n e N*. Biết a 0 + ^- + ậ- + ... + -^- = 4096 . Số lớn 
nhất trong các số a 0 ,a 1 ,a 2 ,...,a n có giá trị bằng bao nhiêu? 


Lời giải 

Ta có: 

(1 + 2x) n = Jc k .2 k .x k = c° .2°x° + ơ n ,2 1 x 1 + c 2 ,2 2 x 2 +... + Q.2 n x n = a 0 + a^ 1 +... + a n x n . 

k=0 

Ta có a n +^ + ặ- + ... + -^ = 4096 => c° n + c 2 +C; +... + C" =4096 <=> 2 n =4096 on = 12. 

Ta có a k < a k+1 <=> c k 2 .2 k < c k 2 \2 k+1 <=> c k 2 < 2C k 2 2 . Suy ra: a 0 < a 1 < a 2 <... < a 8 . 

Mặt khác a k > a k+1 <=> c k 2 .2 k > c^ 1 ,2 k+1 <s> c k 2 > 2C k 2 1 . Suy ra: a 8 > a 9 > a 10 > ... > a 12 . 

£>iều ta biết là giọt nước, điều ta chưa biết là đại dương - Newton Chinh phục olympic toán I 11 
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Vậy số lớn nhất trong các sốa 0 ,a 1 ,a 2 ,...,a n là a 8 = c 8 12 .2 8 =126720. 

Ví dụ 7: Cho khai triển (x + 3) n = a 0 +a 1 x + a 2 x 2 +a 3 x 3 +... + a n x n , trong đó neN* và a 0 , 
a ,, a 2 , ..a n là các số thực. Gọi s là tập hợp chứa các số tự nhiên n để a 10 là số lớn nhất 
trong các số a 0 , a 1 , a 2 , ..a n . Tổng giá trị các phần tử của s bằng bao nhiêu? 


Lời giải 


Ta có khai triển (x + 3) n = ^c k 3 n k x k . 

k=0 


SỐ hạng tổng quát của khai triển là T k = c k 3 n k x k . Suy ra hệ số của T k là a k = c k 3 n k . 

Để a 10 là số lớn nhất trong các số a 0 , a 2 , a 2 , ..a n thì: 


‘ho — ^9 

a 10 > a n 


<=> 


10 on-10 


C-3 


>c;.3 

n 


n-9 


10 on-10 


C'.3 

n 


> C; .3 

n 


11 on-11 


<=>K 


c“ > 3C 
3C“ > c 


9 

n 

11 

n 


<=>< 


n>39 

n<43 


<=> 39 < n < 43. 


Vậy s = {39; 40; 41; 42; 43}. 

Tổng các phần tử của s là T = 39 + 40 + 41 + 42 + 43 = 205 . 

3. ỨNG DỤNG ĐẠO HÀM TRONG CHỨNG MINH ĐANG THỨC Tổ Hộp. 

ĐẠO HÀM CẤP 1. 

Dấu hiệu sử dụng 

Khi hệ số đứng truớc tổ hợp tăng dần hoặc giảm dần từ 1,2,3,.. .,n hay n,.. .,3,2,1 tức là số 
hạng đó có dạng kc k hoặc kC^a n k b k 1 thì ta có thể dùng đạo hàm cấp 1 để tính. Cụ thể: 

(a ■+ x) n = c°a n + 2C 3 a n ' 1 x +... + nC>x n 
Lấy đạo hàm hai vế theo X ta đuợc: 

n(a + x) n_1 = C^a"- 1 + 2C 2 a n " 2 +... + nC>x n ' 1 (1) 

Đến đây thay X, a bằng hằng số thích hợp ta đuợc tổng cần tìm. 

Trên đây là dấu hiệu nhận biết và phuong pháp làm dạng này. Sau đây ta sẽ cùng tìm hiểu 
kỹ hon qua các bài toán của dạng này! 

Ví dụ 1: Tính tổng c 3 - 2Ơ n + 3C 3 - 4C^ +... + (-l) n_1 nC" 


Lời giải 

Ta thấy tổng cần tính có dạng nhu VP(l). Việc còn lại chỉ cần chọn a = l,x = -1 ta tính 
đuợc tổng bằng 0. 

Cách khác. Sử dụng đẳng thức kc k = nC k lỊ ta tính đuợc tổng bằng: 

c_, -nCt, +nCt, +... + (-i)“- 1 nc;:; =n(l-l)”-‘ =0 


12 I Chỉnh phục olympỉc toán 


t)ỉều ta biết là giọt nưóc, điều ta chưa biết là đại dương - Newton 
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Ví dụ 2: Tính tổng 2008C 2OO7 + 2007C 2ŨŨ7 +... + c 2 “ 7 

Lời giải 

Hệ số trước tổ hợp giảm dần từ 2008,2007,.. .,1 nên dùng đạo hàm là điều dễ hiểu: 

( V 1 1V 007 _ r° V 2007 -ị- r 1 V 2006 4- 4- r 2007 

V A / ^2007 A ' V ”'2007 A "T... t v^ 2ũũ7 

Bây giờ nếu đạo lấy đạo hàm thì chỉ được 2007C2 OŨ7 X 2006 trong khi đó đề đến 2008 do đó ta 
phải nhân thêm với X vào đẳng thức trên rồi mới dùng đạo hàm: 
xíx + lì 2007 = c° X 2008 +c* X 2007 +... + C?“Ix 

A V A ^ ■ â -) ^2007 A ' v ^2007 a ' ••• ' v ^2007 a 

»(x +1) 2006 (2008X +1) = 2008C° 2OŨ7 x 2007 + 2007CỈ ŨŨ7 X 2006 +... + 

Thay X = 1 vào ta tìm được tổng là 2009.2 2006 

Ví dụ 3: Chứng minh rằng (x + 2) n =1.2 n " 1 c 2 +2.2 n " 2 C 2 + ... + nC" =n3 n ' 1 ,Vn < 1 e z 

Lời giải 

Ta có (x + 2) n =c°2 n + c 2 2 n - 1 x + c 2 2 n " 2 x 2 + ... + C> n 
Đạo hàm 2 vế theo biến X ta được n (x + 2) n 1 = y c k kx' 

k=l 

Cho X = 1 => n.3 n 1 = 7,C k k, điều phải chứng minh ! 

k=l 

Ví dụ 4: Tính tổng s = n2 n_1 c° + (n -1)2 n ~ 2 .3.ơ n + (n - 2) 2 n " 3 .3 2 .c 2 +... + 3 n ^cy 

Lời giải 

Nhận thấy hệ sô đứng trước tổ hợp giảm dần n,n -1,...,3,2,1 nên phải hoán đổi vị trí a và 
X . Xét khai triển (x + a) n = ^c^x n4 a k 

k=0 

Đạo hàm theo biến X ta được n(x + a) n 1 = y (n-k)c k x n ~ k ~ 1 a k 

k=l 

Thay X = 2, a = 3 ta được s = n.5 n_1 . 

Cách 2. Ta sẽ sử dụng tới 2 đẳng thức C” _k = c k ,kc k = nC k lỊ ta có 

s = n2 n - 1 C" + (n -1) 2 n - 2 .3.cy + (n - 2) 2 n ~ 3 3 2 C"“ 2 +... + 3"- 1 c 3 
= n2 n - 1 Q:Ị +n.2 n - 2 .3.q;:ỉ + n2 n - 3 3 2 Q:ỉ + ... + n.3 n - 1 C°_ 1 
= n (2"- 1 C":Ị + 2 n - 2 .3.Q: 1 2 + 2 n - 3 3 2 C":ỉ +... + 3"- 1 c°_!) = n (2 + 3)" 1 = n.5"- 1 

Ví dụ 5: Chứng minh rằng c°+2C 3 +3C 2 +... + (p + l)C^+... + (n + l)C” =(n + 2)2 n_1 

Lời giải 

Ta nhận thấy rằng nếu xét khai triển tổng quát thì các hệ sô bị lệch đi 1 đon vị, do đó để xử 
lý được ta sẽ nhân thêm vào 2 vế đại lượng X, xét khai triển x(x + l) n ta được 


Diều ta biết là giọt nưóc, điều ta chưa biết là đại dương - Newton 
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x(x+1)" = x£c k x k => (x+1)" +nx(x+1)”- 1 = £kc k x k + ỵcy 

k=0 k=l k=0 


Cho X = 1 ta có điều phải chứng minh ! 

Ví dụ 6: Tính tổng s = 3C° + 4C 4 + 5C 2 +... + (n + 3) C" ? 


Lời giải 


Nhận thấy rằng với X 


= 1 thì ta có < 


3C„=(cy) 
4c; =(cý) 


I 


(n + 3)C“=(C>”* 3 )' 

=• c°„x 3 +cy+cy+ ...+(n+3)c>"* 3 =X 3 * (c" n +cịx+cy- +...+c;x")=X 3 (x+1)" (*) 
Xét hàm số f (x) = X 3 (x + l) n => f '(x) = 3x 2 (x + l) n +nx 3 (x + l) n 1 
Kết hợp với (*) ta có => f'(x) = 3x 2 C° +4x 3 C 3 +c 2 5x 4 +... + (n + 3)x n+2 C” 

Chọn X = 1 thì s = 3C°+4C 3 +5C 2 + ... + (n + 3)CỊỊ = 3.2 n 4-n2 n ^ 1 =2 n_1 (n + 6) 

Ví dụ 7: Cho số nguyên dương n thỏa mãn đẳng thức tổ hợp cị n + c 3 n 4-h c 2 " -1 = 512. 


Tính tổng s = 2 2 c 2 - 3 2 c 3 + ■ • • + (-l) n .n 2 .C". 


Lời giải 

Ta có (1+x) 2 ” = q„+Cỉ„.X+Cỉ„.X 2 +CL.X 3 +• ■ •+qrkx 3 ”- 1 + c 3 ;.x 2 " (1). 

Thay X = 1 vào (1) ta có: 2 2 " = c;„ + cị n + + c 3 „ + "' + cịr' + c£ (2). 

Thay x = -l vào (1) ta có: 0 = c”„-Cỉ„ +q„-CL, +--CỈ;- 1 +c“ (3). 

Trừ từng vế của (2) và (3) ta có: 

2 2 " = 2.(cị n + CL+■ • •+c“-') o CL+ẹ„ +...+C 2 ;-' = 2 2 "- 1 . 

Nên Cỉ n +C 3 n + --- + C 2 "" 1 = 512«2 2n " 1 =2 9 <^2n-l-9«n = 5. 

Bởi vậy s = 2 2 c 2 - 3 2 c 3 + 4 2 c 4 - 5 2 .c 3 . 

Từ (14-x) 5 = Cg 4 -C 5 .X 4 -C 5 .X 2 4-Cg.x 3 4-Cg.x 4 4-Cg.x 5 , lấy đạo hàm hai vế ta được: 

5(l + x) 4 =c; +2C 2 .X + 3C 3 .X 2 +4C 4 .X 3 +5C 3 .X 4 
=> 5x(l + x) 4 = CgX + 2Cg.x 2 + 3Cg.x 3 + 4Cg.x 4 + 5Cg.x 5 (4). 

Lại lấy đạo hàm hai vế ( 4 ), ta có: 

5(l + x) 4 + 20x(l + x) 3 =c 4 g +2 2 c 2 .x + 3 2 c 3 .x 2 +4 2 C 4 .x 3 +5 2 c 3 .x 4 ( 5 ). 

Thay X = -1 vào ( 5 ) ta được: 

0 = c 4 g -2Cg +3 2 c 3 -4 2 c 4 +5 2 c 3 <=> 2C 2 -3 2 c 3 + 4 2 c 4 -5 2 c 3 = c 4 g 
Hay s = 2 2 Cg -3 2 Cg 4-4 2 Cg -5 2 .Cg =5 . 

14 I Chỉnh phục olympỉc toán t)ỉểu ta biết là giọt nưóc, điểu ta chưa biết là đại dương - Newton 
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Ví dụ 8: Tính tổng s = 2.2 2017 c 3 018 + 3.2 2016 c 2 018 + 4.2 2015 c 3 018 +... + 2019C 


2018 
2018 • 


Lời giải 

Áp dụng khai triển nhị thức Newton ta có 

tọ + vt 2018 =r° Ọ2018 , r l 92017 r 2 9 2016 2 r 2018 2018 

' A / ^ 2018 ,z - ~ rv -' 2018 *^ * A ^ v ^ 2018 ,z ‘ - A ^ "T V -' 2018 ,A 

~ x(2 + x) 2018 = q 018 .2 2018 .x + CỈ 018 .2 2017 .x 2 + C 2 Ũ18 .2 2 -.X 3 + ... + C 2 -.x 
Lấy đạo hàm theo X hai vế ta được: 

(2 + x) 2018 + X.2018. (2 + x) 2017 = C° ũ18 .2 2018 + 2.cỉ ũl8 .2 2ữl7 .x + 3.c 2 018 .2 2016 .x 2 +... + 2019.C 2 ” 8 .X 2018 
Cho X = 1 ta được 3 2018 +2018.3 2017 =c° 2018 .2 2018 +2.c 1 2018 .2 2017 +3.c 2 2018 .2 2016 +...+2019.C 


'2018 .2019 


2018 

2018 


s = 3 2018 +2018.3 2Ui/ -C" ,2 2UiS = 2021.3 2U17 -2 


2017 0 ^2018 


>2017 r\ 2018 


2018- 


1 


Ví dụ 9: Tinh tổng s = ^(2.3CỈ» 7 + 3.3 2 ơ mJ + 4.3 s cị 017 +. •. + 2017.3”"c”). 


Lời giải 

Xét khai triển: p(x) = (1 + x) 2017 = C 2Ũ17 + C 2Ũ17 X + C 2Ũ17 X 2 + C 2017 x 3 + C 2Ũ17 X 4 + • • • + C 2 °ỊỊx 2017 
Lấy đạo hàm hai vế ta được: 

2017(1+ x) 2016 = C 2017 + 2C 2017 x + 3C 2ũ17 x 2 +4C 2017 x 3 + • • ■ + 2017C 2 °Ị 7 x 


■>2017 „,2016 


I 2016^2017 


Cho X = 3 ta được 2017.4 2Ui6 = C 2Ũ17 +2.3C 2Ũ17 +3.3 2 C 2017 +4.3 3 C 2017 + • ••+2017.3 2Ui6 C 
<=> 2017.4 2016 - C 2017 = 2.3C 2ũ17 +3.3 2 C 2ũ17 +4.3 3 C 2ũ17 4 -h2017.3 2016 C 28 Ị 7 . 

o —(2017.4 2 ” 6 -2017) = ^t_(2.3CỈ, I7 +3.3 2 CỈ, I7 +4.3+^ +-+2017.3 2 “ 6 CĨỊ). 


2017 

<=> 4 2016 -1 = s. 


Ví dụ 10: Cho số nguyên dưong n thỏa mãn 2C 4 +3C 2 +... + (n + l)C” = 2621439. Số 


hạng không chứa X trong khai triển của biểu thức 


í 1V 

2 . r 

X + — 

x; 


bằng bao nhiêu? 


Lời giải 

Ta có x(l + x) n = c°x + cv +CV+... + C”x ntl . 

V / n n n n 

Lấy đạo hàm hai vế ta được 

(x + l) n + nx (x + l) n ~ x = ơ n + 2Ơ n x + 3C 2 X 2 +... + (n + l)c> n . 

Cho X = 1, ta có C°+2C 3 + 3C 2 +... + (n + l)C" = 2 n +n2 n ~ 1 =2 n " 1 (2 + n). 

=> 2" 1 (2 + n) -1 = 2621439 o 2 n ~ 3 (2 + n) = 2621440 <=> 2 n = 26 ^ 2144Q 2 ■ (*) 

Xét f (n) = 2 n là hàm số đồng biến trên (0;+oo) và g(n) = 2. 2621440 là hàm số nghịch biến 
trên (0;+co). Ta có f (18) = g(l8) =^> n = 18 là nghiệm duy nhất của (*). 


£)iểu ta biết là giọt nước, điều ta chưa biết là đại dương - Newton 
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Khi đó số hạng tổng quát của khai triển 


/ n 1V 8 

X 2 + - là C k gX 36_3k với k e z, 0 < k < 18. 
V xy 


Vậy số hạng không chứa X là CỊg = 18564. 

ĐẠO HÀM CẤP 2. 

Dấu hiệu sử dụng. 

Khi hệ số đứng trước tổ hợp có dạng 1.2,2.3,...,(n-l)n hay (n-l)n,...,3.2,2.1 hay 
l 2 ,2 2 ,...,n 2 tức có dạng k(k-l)c k a n_k hay tổng quát hơn k(k-l)c k a n ~ k b k thì ta có thể 
dùng đạo hàm đến cấp 2 để tính. Xét đa thức 

(a + bx) n = c° n + c 3 a n_1 bx +... + C"b n x n 
Khi đó đạo hàm hai vế theo X ta được: 

bn(a + bx) n 1 = C 3 a n - 1 b + 2C 2 a n - 2 b 2 x... + nC"b n x n - 1 

Đạo hàm lần nữa: 

b 2 n (n -1) (a + bx n “ 2 ) = 2.1C 2 a n ' 2 b 2 +... + n (n -1) c^b n x"“ 1 (2) 

Đến đây ta gần như giải quyết xong ví dụ toán chỉ việc thay a,b,x bởi các hằng số thích 
hợp nữa thôi. 

Sau đây ta sẽ cùng đi vào các ví dụ minh họa để hiểu rõ hơn phương pháp! 

Ví dụ 1: Cho hàm số f(x) = (l + x) n ,(2<n<z) 
a) Tính f"(l) 


b) Chứng minh rằng 2.1C 2 +3.2C 3 +... + (n-l)nC" =n(n-l)2 n 2 


Lời giải 

a) Ta có f"(x) = n(l + x) n 1 =>f"(x) = n(n-l)(l + x) n 2 =>f "(l) = n(l + x) n 2 

b) Ta có khai triển 

f (x)=( 1 +x )”=ỵcy = ci tcix+v y => f'(x)=ci+ỉkcy- 1 

k=l k=2 k=2 

=> f "(x) = gk(k-l)cy- 2 => f "(1) = gk(k-l)C l „ =2”- 2 

^2.1C;+3.2C;+... + (p + l)CỈ+... + (n + l)nC;=n(n + l)2 2 ”- 1 
Từ câu b) thay n -1 = n +1 thì ta có một bài toán khác: 

Chứng minh rằng. 2.1C 3 +3.2C 2 + ... + (n + l)pC£ + ... + (n + l)nC” =n(n + l)2 n_2 
Với bài toán này ta giải như sau: 

Xét nhị thức (1 + x) n = c° + C 3 X +... + c> n 

Nhân 2 vế của đẳng thức với X TÍ 0 đồng thời lấy đạo hàm cấp 2 hai vế theo biến X ta được 
2n(l + x) n 1 +n(n-l)x(l + x) n 2 =2C 3 x + 3.2C 2 x + ... + (n + l)nC^x n_1 
Cho X = 2 ta được điều phải chứng minh! 

16 I Chinh phục olympic toán biểu ta biết là giọt nước, điều ta chưa biết là đại dương - Nevvton 
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Ví dụ 2: Rút gọn tổng sau s = 1 2 C 2 Ũ09 2 2008 +2 2 c 2 2009 2 2007 + 3 2 c 8 009 2 2006 + ... + 2009 2 C 


2009 

2009 


2008 


Lời giải 

Với ý tưởng như bài trên ta xét đa thức 

/ ọ \2009 _ p0 ry 2009 , pl ọ2008 p2 ọ2007 2 , p2009 2009 

+ — ^ 2009 Z +^ 2009 Z X-+-^ 2009 Z X +... + '-2009 X 

Lấy đạo hàm 2 vế ta được 2.2009 (x + 2) 2008 = 1C 9009 2 2( ’ 08 + 2C 2 009 2 2007 X +... + 2009C 2 ™x : 

Nếu ta tiếp tục đạo hàm lần nữa thì chỉ thu được 1.2, 2.3 ,... do đó để thu được 2 2 ,3 2 ,... ta 
phải nhân thêm hai vế với X rồi mới lấy đạo hàm, ta có 

2009x(x + 2) 2008 = 1CỊ ũũ9 2 2008 x + 2C 2 ŨŨ9 2 2007 X 2 +... + 2009CZx 2009 

=> 2009 (x + 2) 2008 + 2009.2008x(x + 2) 2007 = 1 2 CỈ ŨŨ9 2 2008 +2 2 C 2 ũũ9 2 2007 x + ... + 2009 2 C 2 ^x 2008 
Thay X = 1 rút gọn tổng trên ta được 2011.2009.3 2007 . 

Tưong tự khi tính tổng 2.1C 2 +3.2C 2 +4.3C 2 +... + (n + l)nC" ta cần chú ý là trước tổ 
hợp có một hệ sô lớn hon k trong c 8 nên ta phải nhân với X trước khi đạo hàm 2 lần. 

4. ỨNG DỤNG TÍCH PHÂN TRONG CHỨNG MINH ĐANG thức Tổ Hộp. 


Dấu hiệu sử dụng. 


a -b 
k + 1 

Từ đấy dễ dàng tìm được dấu hiệu để sử dụng phưong pháp này là số hạng của tổng có 
dạng j-—b— c 8 . Cụ thể xét tích phân 1 = 1 (c + dx) n dx ta có thể tính bằng 2 cách. 

• Tính trực tiếp 1 = ^1 (c + dx) n d (c + dx) = - — —— 

a 

• Tính gián tiếp I = J b [ ịc k c n ~ k d k x k ìdx = ị(c k c n ~ k d k J b x k dx) 

a yk=0 ) k=0 ' a ' 

= xíc k c n - k d k í^ịì ì = ]ríc k c n - k d k ak+1 ~k k+1 ' 
k =0 1 l^k + 1 J k=ol k + 1 y 


Hai cách trên là như nhau nên từ đó ta có được 


n/ a k+1 - b 


I 

k=0 


k+1 X 


k n-k ik 


C k n c 


k + 1 


l(c + dx) n+1 


n + 1 


'V 7 u 

Tùy từng bài toán ta chọn các hệ số a, b, c, d thích hợp! 

Để dễ dàng nhận biết hon thì ta có thể chú ý như sau: 

111 1 

Nếu trong tổng dãy tổ hợp, các số hạng chứa các phân số và mẫu số được 

2 3 4 n 

xếp theo thứ tự tăng hoặc giảm đều theo một quy luật nào đó, ta nghĩ ngay đến việc sử 
Điều ta biết là giọt nước, điều ta chưa biết là đại dương - Newton Chinh phục olympic toán I 17 
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dụng tích phân. Khi đó, ta thực hiện theo các bước sau: 

• Bước 1: Tìm hàm để tính tích phân với các cận thích hợp. 

• Bước 2: Tính tích phân trong cả hai vế: vế chưa khai triển nhị thức Newton và vế đã 
khai triển. 

• Bước 3: Cho hai kết quả bằng nhau và kết luận. 

Trước khi vào các bài toán cụ thể ta cần nhớ các đẳng thức tích phân sau: 

1. J b (x + l) n dx = J b (c° + xơ n + X 2 C 2 +... + c> n )dx 


<=> 


(x+1 r 


n + l 


X 


n+1 X 


xC“+c 2 Ặ + ... + C" 

n n 2 n n + 1 


2. J‘(l-x)"dx = £ b (c: -xc; +x 2 c; -...(-1)” c>”)dx 

„ -(1 -X)"* 


n + 1 


n+1 X 


xC°-C^ + ... + (-l) n C: 

n n 2 \ J n n + 1 


3. J b (x + l) n dx = J b (c°x n + CX" 1 + c 2 x n ' 2 +... + C")dx 


<=> 


(x + l) 


n+1 


n + 1 


( n v n+1 _ v n „ v n -! 

c° n —- + cị — + c 2 + ... + C"x 

n+l n n-1 


4. £(x-i)”dx=£ b (c;x"-c;x"- i + c;x”- 2 -...+(-i)"c;)dx 

(x-1)"* 


n + 1 


( „ v n+l v n n-1 

c° n —- -cị—+ c 2 -...+(-I) n c;> 

n + 1 n n-1 v ’ 


r\ 2 'l r\ 3 -j r\ n+1 -1 

Ví dụ 1: Tính tổng s = c°+——^c 2 +——^c 2 +... + ---±C!(n>l) 

5 n 2 3 n+1 v ' 

Lời giải 

Vế trái có chứa các phân số, mẫu số được xếp theo thứ tự tăng đều mộtđon vị, ta nghĩ ngay 
đến việc sử dụng tích phân. Bây giờ, ta suy nghĩ hàm lấy tích phân, các cận và sô được 

„ 2 n+1 -1 


thay vào cho biến. Vì số hạng cuối cùng có hệ số 

không đan dấu nên ta sử dụng Ị (l + x) n dx. 

Ta có (x + l) n =C°+xC 2 +C 2 x 2 +... + C> n 
=. J b (x+ 1)" đx = 1^(0 xCỈ, + X 2 C 2 +...+c>" )đx 


n + 1 


nên ta biết cận từ 1 đến 2 và tổng 




(x+ir 


n + l 


í 1 „ „ 1 1 X 

^-,1 9 -L ^-,9 9 -L 


xơ+^cy+^cv+...+^-c"x 

n 2 n 3 n n+1 n 


n ,n+l 
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ỉ)ỉều ta biết là giọt nưóc, điều ta chưa biết là đại dương - Newton 
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<=> 


on+1 rsn+1 r\ 2 'l r\ 3 'l ọn+1 'l 

J = c°+—c 3 + —C 2 +... + ^^c:=S 


n + 1 


n + 1 


1 „ 1 1 2 n+1 -1 
Ví dụ 2: Chứng minh rằng c° n + ị d + ị c 2 + ... + C" = 

2 3 n+1 n+1 

Lời giải 

Vế trái có chứa các phân số, ta nghĩ ngay đến việc sử dụng tích phân. Tổng không đan 
dấu, ta sử dụng J (x + l) n dx 

Xét khai triển (x + l) n = c° +xC* +X 2 C 2 + ... + x 2 C" 

Ta có: 

^n+l 


r (x+1) ” dx= h±ip 

J ° v ; n + l 


n + 1 


C(c"„+xc;+...+x"c;)dx= 


xe;+tx 2 CỈ,+...+— 

n 2 n n+1 n 


= C°+^C 2 +^C 2 +... + ^—C” 

n 2 n 3 n n+1 » 

Từ 2 đẳng thức trên ta có điều phải chứng minh! 

BÀI TẬP TƯƠNG Tự 

Chứng minh rằng 2C°-ịc 3 2 2 +ịc 2 2 3 -,.. + (-l) n Q2 n+1 = ^— 

6 6 n 2 n 3 n \ J n+1 n n+1 

Hướng dẫn. vế trái có chứa các phân số, ta nghĩ ngay đến việc sử dụng tích phân. Vì số 

2n+l 

hạng cuối cùng có hệ số ——— nên ta biết cận từ 0 đến 2 và tổng đan dấu nên ta sử dụng 

n +1 


( 1+ H) n ) 


j 0 2 (l-x) n dx. 


Ví dụ 3: Chứng minh rằng ịcl + ị c 2 + ị c 3 +... + C" = ( n 

6 6 2 n 3 n 4 n n + 1 n + 1 

Lời giải 

Vế trái có chứa các phân số, ta nghĩ đến việc sử dụng tích phân. Vì số hạng cuối cùng có hệ 
số n nên ta không thể nghĩ ra ngay một hàm số nào đó để tính tích phân. Bằng cách 


n + 1 


phân tích số hạng tổng quát 


k + 1 n 


c k = 1 


1 


X 


k + 1 
1 


c k , cho ta tổng sau: 


ịcl +c 2 + c 3 +... + C”)-| ịcl +ịcl + ... + —*— C" A 

V n n n n Ị nị n o n , -1 n 

v 7 1 ° 3 n + 1 


Từ đó sử dụng 2 n - £ (x 4- l) n dx 

Cách 1. Xét số hạng tổng quát trong vế trái 


d = 


k + 1 n 


1 


1 


k + 1 


■Diều ta biết là giọt nưóc, điểu ta chưa biết là đại dương - Newton 


cỉ (k=0,n) 
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NHỊ THỨC NEWTON VẶN DỤNỔ CAO 


Do đó ta có: 

1 3 2 2 3 „3 , n 

-^c, +^c 2 +^c 3 +... + —- 

2 n 3 n 4 n n+1 


n + 1 


C" =(ơ r \+Cĩ ; +c 3 +... + C")-íịc], +ịc 2 +...+ 

= 2»-T(x + ự'dx = 2»'^ỉ = CClịN 

J ° v ’ n + 1 n + 1 

Cách 2. Xét khai triển (x + l) n =c° n + xơ n + x 2 C 2 n +... + x n c^. 

Lấy đạo hàm 2 vế ta được n(x + l) n 1 = c 3 +2C 2 X + 3C 3 X 2 +... + nC^x n ~ 1 

Ta có: 

• J 0 1 nx(x + l) n_1 dx = | ũ 1 (n(l + x-l)(x + l) n ^dx = nj o 1 ((x + l) n -(x + l) n_1 )dx 

(x + ir ( x + 1 ) n 


1 _ X 

■C" 


= n 


n + 1 


n 


n 

n + 1 


(2 n+1 -1) - (2 n -1) = ( n ^ — 


í 1 (c 2 + 2C 2 X + 3Cfx 2 +... + nCX' 1 ) dx = ị ơ n + ị c 2 +... + C" 

Jo V nn n n / 9 n Q n rí-L 1 


2 n 3 n n+1 n 


Từ 2 điều trên ta có điều phải chứng minh! 


Xét các khai triển < 


<=> 


2(2n + l) 


fl„! , . 1 


ịC í 2n x 2 + ịCị n x i +... + ^- c 2 rv n 


2 2n -1 


«ỉc L+ ỉcL + icL + ... + ic- — 

Nhận xét. Nếu phải tính tổng c° n + \ c 2 n + ỉ C2 n +... + —- c 2 " thì ta xét 

35 2n+l 


p(x)= (x + ir : (i-x) _ 


=c"„+x ! c? n +...+cị> 


2n 2n 


Sau đó tính tích phân J p(x)dx. 


Còn nếu phải tính tổng \ c° n + \ C 2n + \ C2 n +... + ^ thì ta xét 

2 4 6 2n + 2 


G(x) = xP(x) = CLx + C 2 n x 3 +... + C 2 > 


2n 2n+l 


Ví dụ 4: Chứng minh rằng ỉcỉ n + J ơ 2n + \ c 3 n +... + L c 2 ^' 1 = ^—^7 

2 4 6 2n 2n + l 

Lời giải 

(x +1) 2 ” = q„ + xCỈ„ + x 2 q„ +... + X 2 "C“ 

(1 - x) 2n = cỉ„ - xCị„ + x 2 cị n -... + x 2n c 2 ; 

Trừ 2 vế đẳng thức trên ta được: 

(x +1) 2 " -(1 - x) 2 " = 2 (xCL + X S CL +... + x 2 "-'Cịr') 

- J G ' ( x + 1 ) ~( a x ) dx = J c 1 (xCỈ„ + x 3 CL+... + x 2 "- 2 qr 1 )dx 

/ ^\2n+l \2n+l 

(x + 1) +(l-x) 
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TUyểN TẬP MỘT SỐ NHÓM CÂU HỎI VẬN DỤNỐ CAO MÔN TOÁN 


Sau đó tính tích phân J G (x) dx. 


r\ r\ r\ r\ 2n+l 

Ví dụ 5: Chứng minh rằng 2C° n +ịcị n + ^cị n + ... + -2=—c£ = 

3 5 2n +1 2n +1 


(n>l) 


Lời giải 

Xét khai triển (x + l) 2n = c° n + xC2 n +... + x 2n c 2 n 
Ta có: 


*i \2n+l 

f'(x + lf dx= ( c h 

J 2 n + l 


»2n+l 


n + 1 


-1 


J 1 i (CỈ„ + xC:„+... + x 2 "C“)dx = ^C“„x + ỈCÍ„x 2 +...+ 


1 


2n 2n+l 


2 n + l 


C: n x 

'‘-'2n X 


-1 


XO . 2 „2 2 


- 2C 2n + g-Q>n +•••+ . '-'2n 

3 2n + l 


c 


2n 


Từ 2 đẳng thức trên ta có điều phải chứng minh! 


rl \ n 9 n+1 _ 1 

Ví dụ 6: Cho tích phân J x 2 (l + x 3 ) dx = ^-^y(n > 2). Chứng minh rằng 


1 —.n 1 1 


'Ị ọn+1 'Ị 

z -I 


-C°+ — C 3 + — C 2 +... + - 
3 n 6 n 9 n ’ 3(n + l) ~ n 3(n + l) 


Lời giải 

Xét I = J o ’X 2 (C”„ + x 3 c; + C 2 X 6 +... + c> 3 ”)dx 
=j 0 '(cy+c;x 5 +...+cy” 22 )dx 


= lc° -Tc 2 +ic 2 +...+ - — C' 
3 6 9 3(n + l) 

^n+l _ 'Y 


Mặt khác | 0 X 2 (l + X 3 ) dx = —-— (n > 2) vậy ta có điều phải chứng minh! 

BÀI TẬP TƯƠNG Tự 

1. Chứng minh rằng ^c° -- 7 C 2 + 7 C 2 --^c 3 +... + T^— c^ = Txíl-x 2 ) dx 

õ õ 2 n 4 n 6 n 8 n 2 (n + l) n Jo v ’ 

Gợi ý. Ta có £ x(l-x 2 ) dx= ^ 


2 (n + l) 


2. Chứng minh rằng l-^cị +-^c 2 --gC 3 +■■■+ ^ c^ = J (l-x 2 ) dx 




7 


2 n + l 


n 

ủ 2i 

i=l 


Gợi ý. Ta có í (1 - X 2 ) dx = 

ử( 2 i + l) 

i=l 

ỉ)iểu ta biết là giọt nước, điều ta chưa biết là đại dương - Newton 
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NHỊ THỨC NEWTON VẶN DỤNỔ CAO 


1 , 1 , 

Chú ý. Khi bài toán cho mà số hạng tổng quát không phải là ——cỉ; mà là ———c!' thì ta 


k + 1 


k + 2 


J_ r k 
k + 3 n 


cần phải nhân thêm X vào hàm đa thức co bản trước khi tính tích phân, còn nếu là 

thì ta phải nhân thêm X 2 vào hàm đa thức co bản trước khi tính tích phân,... 

Sau đây ta sẽ cùng hiểu rõ hon qua ví dụ sau. 

Ví dụ 7: Chứng minh rằng +ịc 2 + ^-C 2 +...+ - C" =7 ——-ị-(n>l) 

• 6 ° 2 3 4 n + 2 n (n + l)(n + 2) v ’ 

Lời giải 

Vế trái có chứa các phân số, ta nghĩ đến việc sử dụng tích phân. Vì sô hạng cuối cùng có hệ 
1 

số ——— c!" thì ta phải nhân thêm X vào hàm số co bản trước khi tính tích phân. Khi đó, ta 
k+2 n F y ' 

sử dụng £x(x + l) n dx. 

Ta có 


£ X (x + 1)" dx = £ (x + l) n+1 dx - £ (x + l) n dx 


í í -1 \ n+2 / ^\n+l \ 

(x + l) n (x + l) n 

n+2 n+1 

1 „n 1 1 


n2 n+1 +1 
(n + l)(n+2) 


• J 0 1 x( x+ 1 )” d *=Jh(o><+-+*"c;)đx=ic;+ic;+...+-^_c; 

Từ 2 đẳng thức trên ta có điều phải chứng minh! 

BÀI TẬP TƯƠNG Tự. 


1 


1 -1 1 l-lì n C" 

Chứng minh rằng 2-C° -ị-ơ n +4c 2 -... + ^ =— 

6 6 2 n 3 n 4 n n + 2 (n + l)(n + 2) 

Ví dụ 8: Giả sử số tự nhiên n > 2 thỏa mãn đẳng thức dưới đây hãy tìm n? 

c 2 r 2 c 2 " 4096 


/^»4 /'■'•t 


7 


2n-l 2n + 1 


13 


cl 

Giả sử số tự nhiên n > 2 thỏa mãn c° n + + W2n ' ^ 2n 


Lời giải 

C Ả /'“■'4 /'-'6 

2*-. Ư- 

3 


c 2 r 2 C“ _ 8192 
2n-l + 2n + l 15 


x2n 


7 


■...+ 


Ta có: (1 + x) =C° n +CỈ n x + C 2 n x 2 +... + C 2 > 2n . 

<=> J(l + x) 2n dx = 

0 

/-1 . _\2n+ 

( 1 + x ) 


c° n x + ị cị X 2 + ị c 2 n x 3 +... + 7 -——— CCx 

2n 2 2n 3 2n 2n +1 


2n^.2n+l 
2n : 


<=> 


2n + l 

0 

2(2 2n+1 -l) 


= 1 C° n x + ịcỉ n x 2 + ịc 2 n x 3 +... + —^ ^ ^ 2n 

2n 2 2n 3 2n 2n +1 2n 


2n 2n+l 


CCx 


2^1 .2 


2n + l 


= 2 C°„ + - cl. + - cL+...+— c 2 " ( 1 ) 


'2n 2 2n ^ 2n 


2n + l 
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TUyểN TẬP MỘT SỐ NHÓM CÂU HỎI VẬN DỤNỐ CAO MÔN TOÁN 


-1 

Mặt khác j(l + x) 2n dx = 

0 


r 


C 2n X 77 C 2r ,x + “ C 2 X + ...+ v _ 2 

2n 2 2n 3 2n 2n +1 2n 


1 2 1 * 1 


2n 2n+l 


■C 3x 


-1 


<=> 


-2 2 2 2 


= -2c° n +^q n ~c 2 n +...4- 

2n + l 2n 2 2n 3 2n + 1 


y 

C£ (2) 


Lấy (l) trừ (2), ta được: 
2 


2n + l 


= 2 


2n-2 


/^•1 /^4 /'-'6 

C 2n + —^T + + - + — 25 -+ 


c 


2n 1 
2n 


V 


7 


2n-l 2n + l 


2 2n+1 „ 4096 _ _ „ 

<=> -= 2. — <=> n = 6 ■ 


2n + l 


13 


f-<0 /^»1 /^2 pn 9 100 o 

Ví dụ 9: Tìm số tự nhiên n thỏa mãn —77 + —7 + — ^7 +... + 7-—7 1 -— = 7 - —— -— 

1.2 2.3 3.4 (n + l)(n + 2) (n + l)(n + 2) 


Lời giải 


Cách 1. Ta có: 

c k 


(n + 2)! 


k+2 


(k + l)(k + 2) k!(n-k)!(k + l)(k + 2) (n-k)!(k + 2)!(n + l)(n + 2) (n + l)(n + 2) 

n 11 /^k+2 

Suy ra V - — = Ỹ - q; 2 — 

k =0 (k + l)(k + 2) k= 0 (n + l)(n + 2) 

q _ c 2 +2 +cl+cl+-+c:; 2 uv 

■ (n + l)(n + 2) (n + l)(n + 2) 1 


ơ q c 


+ _LL + 


1.2 2.3 3.4 


Ta xét khai triển sau: (l + x) n+2 = C° +2 + x.q +2 + x 2 .c 2 + , + x 3 .C 3 +2 + ... + x n+2 .C"| 2 . 
Chọn x = l=>2 n+2 = q +2 + q +2 + C 2 +2 + C 3 +2 +... + c; 


ọ 100 Q ọn+2 /^»0 c ^ 

Do đó: (*) ỏ . = - ~ :q 2 '~^ +2 

v ’ (n + l)(n + 2) (n + l)(n + 2) 


■•n+2 
'n+2 • 

>100 


<=> 2 iUU - 2 n+2 <=> n = 98. 


Cách 2. Ta có: 


c° 

— n 

c 1 

n 4- 

c 2 

n 4- 


q 

1.2 

2.3 

3.4 

(n + l)(n + 2) 

(1 4 


(1 4 


(1 13 2 ( 


q + 


q + 


u 2j 


12 3j 


u 4j n l 


( 1 


1 


n+1 n+2 


= 1 ịơ n +ịơ n +ịc 2 n + .— 1 — q -|ịc°+±q+^ 

u 2 n 3 n n+1 ) u n 3 n 1 

Lại có J(l + x) n dx-Jx(l + x) n dx = j*2(l + x) n dx-J(l + x) n+1 dx 
0 0 0 0 


1 ^ 

\c: 

n + 1 n 


-I ^c°+ịq+ịq+. 

2 3 4 


c: 


1 

■C" 


n + 2 


/ 


<=> 


1 1 

-C°+-q+-C 2 +.. 

1 3 

q 


71 1 1 

-C° + -cl +-C 2 +.. 

1 'N 

C“ 

u 2 n 3 n 

n + 1 J 


^2 3 4 

n + 2 n J 


n + 1 


(1 +X r 


1 


n + 2 


(1 +X r 


2.2 n+1 -2 2 n+2 -l_ 2 n+2 - n-3 
n + 1 n + 2 _ (n + l)(n + 2) 


>n+2 


n+2 


s = 


•E)iểu ta biết là giọt nước, điều ta chưa biết là đại dương - Newton 
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NHỊ THỨC NEWTON ViẬN DỤNỔ CAO 


-c! 2C 


-V °)C . . , ... 

Ví dụ 10: Tính tổng s = + + , v 7' "x 

ồ 2.3 3.4 4.5 (n + l)(n + 2) 


H) n -nC 


SỐ hạng tổng quát a k = ^ = (-l) k C k ị —=- - —í—1 = (-l) k + (-l) k+1 

6 6H k (k + l)(k + 2) v ' n U + 2 k + 1 J v ' k + 2 v ’ 

n í Ọ/'■'•k ✓~’k 'N n /'■'•k n ✓—'k 

5 =I (-I) k ^ 4-1 r êiY-%^ ê~ 2 + |(-if 1 ẩĩ 


Lời giải 
f 2 


c l 


k+1 


■» n 
"n 


k+2 v ' k+1 

Xét khai triển (x + l) n = c° +xC 3 + ... + x n C' 

^ J“ (x + 1)” dx =j” (c;+xc;+...+x-c; )dx 

(x+ự 


k n+l 


n + 1 
1 


f xC° X 2 CÌ x n+1 C" A 


1 


+ 


...+ 


n + 1 


-1 

= !(-!)“ 

k=l 


-1 


c 1 


n + 1 £"í v 7 k + 1 
Tương tự ta có x(x + l) n = xC° + x 2 ơ n +... + X n+1 Q 

=> Ị ^(x + l)"dx = I JxC” + X 2 C 3 +... + x n+1 C^dx 

ty i] ê-2 

1 ^ 1 


1 


1 


n+l n+2 
f 1 


1 n 

n + l“~(n + l)(n + 2) 

7 . 


Vậy s = 2, 

^n+1 n+2 

5. ỨNG DỤNG SỐ PHỨC CHỨNG MINH ĐANG thức Tổ Hộp. 


Các tính chất của sô'phức được sử dụng trong phần này 

• Hai số phức z = X + iy, w = X '+ iy 1 bằng nhau khi và chỉ khi X = X y = y' 

• Công thức Moive z = r(cos(p + isin(p)=>z n = r 11 (cosncp + isinncp) 

1 . iV3 


Giải phương trình X -1 = 0. Ta được nghiệm là x x = 1; x 2 = - Ỷ + 


— 


7 3 


1 iV3 

2 2 


Đặt a = — => a 2 = - — + ì dẴ và a có các tính chất sau: 


Các nghiệm đó chính là các căn bậc ba của 1. 

l_Wặ 
2 2 

1. a + a 2 =-l 

2. a 3 =l 

3. a 3k = 1 

4. a 3k+1 

5. a ; 

Ý tưởng của phương pháp này dựa trên các tính chất của số ảo i. 


= a 

“ 3k+2 = a 2 
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i 4k = l,i 4k+1 = i,i 4k+2 = -l,i 4k+3 = —i,k e N 

Từ đó, ta xét đa thức f (x) = a 0 +a 1 x + a 2 x 2 + ... + a n x n 

Đặt s 0 = X a i' S i = X a i' s 2= X a i' S 3 = X a i 


i=4k 


i=4k+l 


i=4k+2 


i=4k+3 


Ta có 


f(l) = (S 0+ S 2 ) + (S I + S 3 ) 
f(-l) = (S 0 + S 2 )-(S,+S 3 )o 
f(i) = (S 0 -S 2 ) + (S,-S 3 )i 


s„ = 


s,= 


s, = 


f(l) + f(-l) + 2Re(f(i)) 
4 

f(l)-f(-l) + 2Im(f(i)) 
4 

f(l) + f(-l)-2Re(f(i)) 


s, = 




Với Re(f (i)),Im(f (i)) lần lượt là phần thực và phần ảo của f(i) 

Dấu hiệu 

Đây là vấn đề lớn nhất cần chú ý . Ta dùng số phức để tính tổng của các c k khi tổng này 
có hai đặc điểm: 

• Các dấu trong tổng xen kẽ đều nhau . 

• k luôn lẻ, hoặc luôn chẵn hoặc khi chia k cho một số ta luôn được cùng một số dư 
(trong chuông trình phổ thông ta chỉ làm với k = 3n,k = 3n + l,k = 3n + 2) 

Sau đây ta sẽ cùng tìm hiểu phưong pháp này qua các ví dụ sau. 

Dạng 1: Khai triển (x + l) n , cho X nhận giá trị là những sô phức thích hợp hoặc khai triển 

trực tiếp các số phức 
Ví dụ 1: Tính tổng 

A — p° _ c 2 ... 4 - c 4 — 4- r 2008 

n ^-2009 2009 T 2009 ••• Tv '2009 

T> /^»1 1 /■"'»3 /~»5 , /^2009 

D — ^2009 ’ ^"2009 ^"2009 "•”••• ^"2009 

Lời giải 

Xét khai triển (x + 1) 2009 = c° ũũ9 + xC 4 009 + X 2 C 2 0Ũ9 +... + x 2009 c 2 ^ 

Cho X = -i ta có: 

, ,2009 0 1 +ị2c 2 +...i 2009 cí 

V 1 V ^2009 ’ a ' w 2009 ‘ 1 ^2009 ~ 

= (c° - cínn + CLn - ... + c™* ) + í-CLn + CLn - CLn + ... - ) i 

y v_ ' 2009 ^2009 ^ ^2009 ••• ^ ^2009 J^{ ^2009 ^ ^2009 ^2009 ^ ••• ^2009 / 1 


: 2009/^2009 
'2009 


Mặtkhác(l-i) 2[ “ 9 =(V2) 20W 


/ í—-\ 2009 


n 


n 


cos — - i sin — 
4 4 


í 

cos 

V 

1004 




V 


+ isin 

l 4 


\ \ 2009 

)) 


r _ 20097 Ĩ 2009 tĩ^ 

cos ——-i sin ——— 

V 4 4 J 


_ 2 4 UU 4 _ 


1004 


So sánh phần thực và phần ảo của (1 -i) 2009 trong hai cách tính trên ta được: 


A = c° _ c? , p4 _ p2008 ry 

^ ^2009 ^2009 ^^2009 •••^^2009 z - 


o _ _/~»l 1 /”»3 _ /”»5 , _ /^2009 _ 

D— ^2009 ^2009 '^'2009 ' ••• '"-'2009 — A 


1004 
1004 


•E)iểu ta biết là giọt nước, điều ta chưa biết là đại dương - Newton 
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1 


Ví dụ 2 : Tính tổng s = -^(c° 0 -3C 2 0 +3 2 C 5 4 0 -... + 3 24 c^ -3 25 C 5 5 °) 


Lời giải 

■(c» - (ìS)ơ x +(i Vỉ) 2 cị„+... - (iVã) 49 c£ + (i Vã)“ c 


1 


»50 


Xét khai triển ỊƯ + i V] = - (i Vã)cỉ„ + (i Vã) 2 cị, +... - (i Vã )“ cị’ + ( 

(cỉ 0 -(V3) 2 Cẫ 0+ ...-(V3)”c“Ị + ^ r ị-V3CỈ 0+ (V3) 3 CỈ 0 -...-(V3) 1S Cgji 

'( 1 , iVãf í f2*Y VmYC 1 iV3 
2 2 { u J { 3 2 2 


50 

50 


Mặt khác - — + 

2 2 , 

V J 


So sánh phần thực của 


1 k/3 

2 + 2 


\ 50 


trong hai cách tính trên ta được: 


c ^ //'''O Q/'"' , 2 I I '224/—'48 q25 /—»50 \ ^ 

^ — VToÕV^50 — ^^50 + ^ ^50 — ^ ^50 — ^ ^50 j — — T 


Ví dụ 3 : Tính tổng s = 3 10 c° 0 -3 9 c^ 0 + 3 8 c* 0 -3 7 c^ 0 + ...-3C 1 2 8 0 +C^ 


Lời giải 

Xét khai triển (i + V3 ) 20 = (V3 ) 20 c° 0 + i (V3 ) 19 c V -... - i Vãc” + c 2 ° 

= (3 10 cỉ, - 3»cỉ 0 +... -3C£ + c”) + Ị( V3 ) 49 Cỉ„ - (V3 ) 17 cị +... - V3C“ Ịi 

Mặt khác (i + Vã) 20 = -2 19 - Ĩ2 19 V3 

/ ỵ—\20 

So sánh phần thực của (i + V3 j trong hai cách tính trên ta có: 

c q10/—'0 q9 /—»2 _|_q8/—'4 q 7 /—»6 , Q18 . /—' 20 ọl9 

V-- 20 v "*' ' 20 - 20 v ~' 20 • • • 20 I ' 20 “■ 

Dạng 2: Khai triển (x + l) n , đạo hàm hai vế theo X sau đó cho X nhận giá trị là những số 
phức thích hợp 
Ví dụ 1: Tính tổng 

s = cỉo - 3CV + 5c] 0 -... - 27CS + 29C 29 
s, = 2C 2 0 - 4Cg 0 + 6Cị 0 -... - 28C” + 30C™ 


Lời giải 

Xét (x +1) 30 = c° m + xCỈ„ + X 2 C 2 „ +... + x”c» 

Đạo hàm hai vế ta có 30(x + l) 29 = Cgo + 2xC 2 0 +3x 2 Cg 0 +...30x 29 C30 

Cho x = i ta có 30(x + i) 29 =(C 1 30 -3CV+... + 29CV) + (2CV-4CV+...-28CV 8 +30CV°)i 

Mặt khác 30(i + l) 29 =-15.2 15 -i.15.2 15 

So sánh phần thực và ảo của 30(1 + i) 29 trong hai cách tính trên ta có: 

s = cv -3CV + 5CV - -27CS + 29C 2 Q = -15.2 15 
s, = 2C 2 0 - 4C 4 0 + 6CV -....- 28C 2 * + 30C* = -15.2 15 

BÀI TẬP TƯƠNG Tự 
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1. Tính tổng S = 2.3C 2 0 -4.3 2 c 4 0 +6.3 3 c 6 20 -... + 18.3 9 c 48 -20.3 10 c 2 ° 

Gợi ý. Xét khai triển Ịl + \Ỉ3x) 

2. Tính tổng s = ÌCL - 3C 3 n +... - (8n -1) c 8 4. 

Gợi ý. Xét khai triển (l + x) 8n 

Ví dụ 2 : Tính tổng 

M = <4 - 3(4 + 5(4 - 7C 6 15 +... +13(4 - 15C“ 

N = 2CÌ3 -4C 3 5 + 6C 3 5 • 8C;,----14Cl;--16C;^ 

Lời giải 

Xét khai triển (x +1) 15 = c° 15 + xCỊg + X 2 CỈ 5 +... + x u cịị + x 15 <4 

Nhân hai vế với X ta có x(x +1) 15 = xC° 5 + X 2 CỊ 5 + X 3 C 2 5 +... + x 15 Cjg + x 16 CỊg 

Đạo hàm hai vế ta có (x + l) 15 +15x(x + l) 14 = c° 5 + 2xCỊ 5 + 3x 2 C 2 5 + .. + 16x 15 CỊg 

(1 + i) 15 + 15i (i +1)“ = (c; 5 - 3C; S +... + 13Cg - 15C") + (2c; 5 - 4C% +... + 14Cg - 16C”)i 
Mặt khác (l + i) 15 = 7.2 8 -2 7 i 

So sánh phần thực và ảo của (l + i) 15 + 15i (i +1) 14 trong hai cách tính trên ta có: 

M = c% - 3C 2 5 + 5CỈ5 -7C 8 5 +... +13<4 - 15CỊ 4 = 7.2 8 
N = 2CỊ 5 - 4C 3 g + 6(4 - 8C 7 5 +... + 14CỊ 3 - 16CỊ 3 = -2 7 
Dạng 3: Khai triển (x + l) n , cho X nhận giá trị là các căn bậc ba của đon vị 

Các bài toán ở đây sử dụng tính chất số 3 mà mình đã đề cập ả đầu! Chú ý a = - ^ - ì ^~ 

Ví dụ 1: Tính tổng s = c° 0 + c 3 0 + ƠỊ 0 +... + c 3 0 k +... + cf 0 + c“ 

Lời giải 

Xét khai triển (x +1) 20 = c° 0 + xCị 0 + X 2 C 2 0 +... + x 19 c 39 + x 2ũ cf 0 
Cho X = 1 ta có 2 20 =C 2 0 +CỈ 0 +C 2 0 +... + C 39 +C 2 °(l) 

Cho X = a ta có (1 + a) 20 = c° 0 + aCl .0 + a 2 C 2 0 +... + +aC 2 ỏ + a 2 C 2 ° (2) 

Cho x = a 2 ta có (l + a 2 ) 2 = c° 0 +a 2 C 20 + aC 20 + c 3 0 +... + a 2 C 2 ỗ + aC 20 (3) 

Cộng vế theo vế (l),(2),(3) ta được 2 20 +(l + a) 20 +(l + a 2 ) =3S 
Mặt khác (l + a) 2 = (-a 2 ) = a 40 = a;(l + a 2 ) =(-a) 20 =a 2 

Do vậy 3S = 2 20 -1 => s = 

Ví dụ 2: Tính tổng s = c^o + c^o + c 7 0 +... + c 3k+1 +... + c 38 + C 20 

Lời giải 

Xét khai triển (x + 1) 20 = c° 0 +xCỈ 0 +X 2 C 2 0 +... + x 19 C 39 +x 20 c 2 ° 

Nhân hai vế với X 2 ta có X 2 (x +1) 20 = X 2 C° 0 + X 3 CỈ 0 + X 4 C 2 0 +... + x 21 c 39 + x^c 28 

Điều ta biết là giọt nước, điều ta chưa biết là đại dương - Newton Chinh phục olympic toán I 27 











NHỊ THỨC NEWTON VẶN DỤNỔ CAO 


Cho X = 1 ta có 2 20 =C 2 ũ +C 1 20 +C 2 0 +... + CỈ 9 +C 2 °(l) 

Cho X = a ta có a 2 (l + a) 2 = a 2 C 20 + C 20 +aC 2ũ +a 2 C 2ũ +C 2Ũ + ... + a 2 C 2 g +C 2 Ỗ +aC 2 ° (2) 
Cho x = a 2 ta có a(l + a 2 ) 20 =aC 20 +C 2Ũ +a 2 C 2 0 +aC 20 + ... + aC 2 Ổ+C 2 o+a 2 C 2 °(3) 

Cộng vếtheo vế (l),(2),(3) ta có 2 20 +a 2 (l + a) 20 +a(l + a 2 ) =3S 

Mặt khác a 2 (l + a) 2 =a 42 =l;a(l + a 2 ) 20 =a 21 =1 =>s = ^-^ 


Ví dụ 3: Tính tổng s = C 2Ũ + 3C 2Ũ + 6C 20 +... + 3kC 3k +... + 15C“ + 18C 


18 

20 


,20/^20 
'20 


Lời giải 

Xét khai triển (x ■+1) 20 = c“ 0 + xC 3 0 + X 2 C 2 0 +... + x 19 c 39 + x 20 c 
Đạo hàm hai vế ta có 20 (x +1) 19 = cị 0 + 2xC 2 0 + 3x 2 C 3 0 +... + 19x 18 c 2 2 9 + 20x 19 c 2 ° (*) 
Nhân hai vế (*) với X ta có 20x(x + l) 19 = xC 20 +2x 2 C 20 +3x 3 C 20 +... + 19x 19 C 2 0 +20x 2 °c 
Cho X = 1 ta được 20.2 19 = cị 0 +2Cị 0 +3Ơ 20 + ... +19C 39 +20C 2 ° (l) 

Cho X = a ta có 20a(l + a) 19 =aC 20 +2a 2 C 2 0 +3C 2Ũ +...19aC 1 2 9 +20a 2 C 2 °(2) 

Cho X = a 2 ta có 20a 2 (l + a 2 ) 19 = a 2 C 3 0 + 2aC 2 0 + 3C 3 2Ũ + 4a 2 C 4 0 +... + 19a 2 C 1 2 9 + 20aC 2 ° (3) 


20/^20 
20 


Mặt khác 


(l + a) 19 +a 2 i 

ịl + a 

_ 10.2 20 
=>s = —— 

-13 


= 3S-C 


20 


Cộng vế theo vế (l),(2),(3) ta có 20 2 19 +a(l + a) 19 +a 2 (l + a 2 ) 

a(l + a) 19 =a(-a 2 ) 19 =-a 39 =-l 
a 2 (l + a 2 ) 19 =a 2 (-a) 19 =-a 21 =-l 3 

6. ĐỒNG NHẤT HỆ số 2 VẾ. 

Phưong pháp làm dạng toán này là ta sẽ thực hiện khai triển theo hai cách, sau đó so sánh 
hệ sô của luỹ thừa x k ỏ hai vế ta sẽ có điều phải chứng minh! 

Ví dụ 1: Cho các số nguyên dưong m,n;0 < p < min{m;n}. Chứng minh rằng 

c p + cva +cr 2 c 2 +...+c p ~ q c q +...+C 9 c p =c p 

m m n m n m n m n m+n 

Lời giải 

(x+1)” = c: + xC> X 2 CỈ, +... + X-CỈ, +... + x-c: 

(x +1)" = c°„ + xC'„ + x 2 c; +... + X P CỈ +... + x"c; 

Nhântheovếtac6(x + ir"=g(x)+(CỈ,c;+CỈ,- 1 c;+... + CỈ,-’CJ+... + C^Cỉ)x<' 

Trong đó g(x) là biểu thức không chứa x p . Mặt khác hệ số của x p trong khai triển 
(x + l) m+n là c p +n , đến đây so sánh hệ số của x p ta có 

c p = c p c° +c p : 1 c 1 n +...+c p - q c q +...+c°c p 

m+n mnmn mn mn 

Đến đây bài toán đã được giải quyết hoàn toàn! 

Chúým = n = p=.(c;) 2 +(c;) 2 +(C 2 ) 2 + ... + (c:) 2 =C 2 " n 

BÀI TẬP TƯƠNG Tự 
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Cho 


0<k,n . „ , „ (2n)! 

1 ' l chứng minh rằng c°c k + C 3 C k+1 +... 4- c;; k c" = 

k,n eZ (n + k)!(n-k)! 


(2n)! 


Gợi ý. Viết lại đẳng thức cần chứng minh C°C" k + k 1 +... + C" k c° n = — 

(n + k)!(n-k)! 

Điều này làm ta gợi tới đến vế trái là hệ số của x n_k . Ta xét (1 + x) n (1 + x) n = (l + x) 2n , sau 
đó so sánh hệ số x n k ỏ 2 vế ta sẽ có điều phải chứng minh! 


Ví dụ 2: Cho 2 số n,k thỏa mãn 


0<k,n 

k,neZ 


. Chứng minh rằng 


c° +cl „ +c, 2 „ +...+c, n =c n , 

v -k ^ '-'k+l T ^-k+2 ^--^^-k+n ^n+k+1 


■•k+1 

'n+k+1 


Lời giải 

Viết lại đẳng thức cần chứng minh: c k + c£ +1 + C k +2 + ... + c k +n = CỊ 
Điều này làm ta gợi đến vế trái là tổng các hệ số chứa x k . Xét đa thức 

/ \ ( *. \k \k+l /- \k+2 /.. \k+n í-l^xl (-l^xl 

P(x) = (l + x) +(l + x) +(l + x) +... + (l + x) =--—---- 

X 

So sánh hệ số của sô hạng chứa x k ở 2 vế ta suy ra đpcm. 


Ví dụ 3: Tính tổng s = 


^0 Ỹ /ol Ỹ /o2 V í n \ 2 


q 

V 1 y 


+ 


c 


v2y 


+ 


c: 


V 3 , 


+ ...+ 


C! 


n + 1 


Ta có 


Lời giải 
(n + l)! 


Q n! (n + 1)! C^Ị 

k + 1 (k + l)k!(n-k)! (n + l)(k + l)!(n-k)! n + 1 


Khi đóS = X 

k=0 


í /'“■'k+1 
2Ịn±l 

n + 1 


1 


(n + lý 


-+(c;:ỉ) 

h 

1 ( 

✓~»n+l 

^2(n+ 

( n+1 ) 2 

(S) 

2 

1 +2 

(c 2 ) 

2 

1 +... + n 

N) 


-1 


Lời giải 

XétS=(c;) 2 + 2(C;) 2 + ... + n(c;) 2 

=> f ’(x) = n(x + l) n_1 = ơ n + 2xC 2 n + 3x 2 ơ n +... + nx^C" 

=> xf'(x) = nx(x + l) n 1 = xCị + 2x 2 C 2 +3x 3 C 3 + ... + nx”C" (l) 

Mặt khác (x + l) n =x n c°+x n - 1 C 3 +x n - 2 C 2 +... + C^(2) 

Nhân theo vế của 2 đẳng thức (l), (2) và so sánh hệ số của X n ở cả 2 vế ta đuợc 

s = (c; ) 2 +2 (cự +... + n(c; ) 2 = nC£, = nC;,_, 

Ví dụ 5 : Tính tổng s = I q„ - ị q„ +... + + ... + (-l) 2 "*' 


Lời giải 

■E)iểu ta biết là giọt nước, điều ta chưa biết là đại dương - Newton 
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Với k = 2,2n +1 ta có ic^ 1 = —— =-i— ^ 2n ' f l ^ ! =-i—c 

k 2n k(k-l)!(2n-k + l)! 2n + l k!(2n + l-k)! 2n + l 


Dó đó ta có 

2n+l 




1 


/ 2n+l 


k=2 


rí 2n + l 2n+1 2n + l 


1 


/ 2n+l 


2n + l 


k=2 
k r- k 


Z(-I) k c 

Vk=2 


k ^k 
2n+l 


\ 


,I(-1) c 

Vk=2 


-C° „ + cl„ 

2n+l v '2n+l T v -'2n+l 


1 


2n + l 


(( 1 - 1 ) 


y 

2n+l 


-l+2n+l1= 


2n 


2n + l 


k 

2n+l 


30 I Chỉnh phục olympỉc toán 


ỉ)ỉểu ta biết là giọt nưóc, điều ta chưa biết là đại dương - Newton 


















TUyểN TẬP MỘT SỐ NHÓM CÂU HỎI VẬN DỤNỐ CAO MÔN TOÁN 


IV. CÁC BÀI TOÁN TỔNG HỢP. 

ĐỂ BÀI 

Ví dụ 1 : Chứng minh rằng (c; -cỉ + c* -,..) 2 + (c'„ -c= + c s „ -...) 2 = 2” 

Ví dụ 2: Cho khai triển (x-l) 2n +x(x + l) 2n 1 =a 0 +a 1 x + a 2 x 2 +... + a 2n x 2n với n là số tự 


nhiên và n > 3. Biết y^ a 2k = 768, tính a 5 . 

k=0 


Ví dụ 3: Gọi s là tổng các hệ sô của các lũy thừa bậc nguyên dương của X trong khai triển 


nhị thức p(x) = 


r lA 2018 
X + — 

V xy 


. Tính s + —c 


.1009 

2018- 


Ví dụ 4: Cho khai triển a n (x-l) n +a n _ 1 (x-l) n +... + a 1 (x-l) + a 0 =x n với mọi xel, 
n e N và n > 5. Tìm n, biết a 2 + a 3 + a 4 = 83n. 


Ví dụ 5: Sau khi khai triển và rút gọn thì biểu thức 
nhiêu sô hạng ? 


( 

zu 

( 

3 

l'] 


+ 

X 

— 

l X 9 


V 

xy 


r 

1 

V 


có tất cả bao 


Ví dụ 6: Có bao nhiêu số thực X để khi khai triển nhị thức 
• • • 


2 x + 2 2 


có tổng số hạng 


V 9 

thứ 3 và thứ 5 bằng 135, còn tổng của ba sô hạng cuối bằng 22? 

Ví dụ 7: Trong khai triển của biểu thức (x 3 - X-2Ì . Tính tổng s của các hệ số của x 2k+1 
với k nguyên dương? 

Ví dụ 8: Kí hiệu a 3n _3 là hệ số của số hạng chứa x 3n 3 trong khai triển (x 2 +l) (x + 2) n . 
Tìm n sao cho a 3n _3 = 26n. 

Ví dụ 9: Cho khai triển x(x + l) n +2(x + l) n = a 0 +a 4 x + a 2 x 2 + ... + a n+1 x n+1 với n là số tự 
nhiên và n > 2. Tìm n, biết rằng a 2 -7n; na n ; a n 2 theo thứ tự đó lập thành một cấp số 
cộng. 

Ví dụ 10: Xác định n biết rằng hệ số của X n trong khai triển (l + x + 2x 2 +... + nx" j bằng 


6n. 

Ví dụ 11: Cho n là số nguyên dương thỏa mãn C”“Ị + cv, = 171 . Tìm hệ số lớn nhất của 
biểu thức P( x) = (l + x)(l + 2x) n sau khi khai triển và rút gọn. 

Ví dụ 12: Khai triển íl + x + x 2 + ... + X 10 ) được viết thành a 0 + a 1 x + a 2 x 2 +... + a 110 x 110 . Tính 
tông s = c u a 0 — C 44 a 4 + C 44 a 9 — C 44 a 3 +... + C 44 a 4 Q — C 44 a 44 . 

Ví dụ 13: Tính tổng 

CL._ -9 2 CL_ 4-3 7 2 CL_ -4 2 3 cl._ 4- -9016 9 2015 c?°- 4-9017 9 2016 c?°- 

V^2017 v^ 2017 ' ^^2017 V—-2017 ••• JLw^^2017 ±2017 

Ví dụ 14: Tính tổng T = C 2017 + C 2017 + C 2Ũ17 +... + C 2 °Ị 7 
£)iểu ta biết là giọt nước, điều ta chưa biết là đại dương - Newton 
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Ví dụ 15: Với nelf,n>2 và thỏa mãn 


111 

Cổ + Cổ + c 2 

^2 v -'3 '“ề 


... + ■ 


1 


c 


Tính giá trị của biểu 


thức p = 


c;+cL 

(n-4)! • 


q _ pl009 pioio plũll p2018 

Ví dụ 16: Tính tổng - 2018 2018 2018 ■■■ 2018 ( trong tổng đó, các số hạng có dạng 

c k 

2018 với ỵ nguyên duơng nhận giá trị liên tục từ 1009 đến 2018 ) 

Ví dụ 17: Biết rằng trong khai triển nhị thức Niu-ton của đa thức p (x) = (2 + X + 2x 2 + X 3 j 
thì hệ số của X 5 là 1001. Tổng các hệ sô trong khai triển của p (x) bằng bao nhiêu? 

Ví dụ 18: Cho khai triển P(x) = (l + x)(2 + x)...(l + 2017x) = a ũ +a 1 x + a 2 x 2 +....+a 2017 x 2017 . Kí 
hiệu P'(x) và P"(x) lần luợt là đạo hàm cấp 1 và đạo hàm cấp 2 của đa thức p(x). Tìm 
hệ số a 2 ? 

Ví dụ 19: Tìm hệ số của số hạng chứa X 3 trong khai triển 

(l-2x + 2015x 2016 -2016x 2017 +2017X 2018 ) 60 . 


X 10 X 9 íl-xì X 8 íl-xì 2 íl-xì 10 

Ví dụ 20: Biểu thức —— + —. ^ ^ + —. ————h... + k — bằng bao nhiêu? 

10! 9! 1! 8! 2! 10! 

1 1 1 1 1 

Ví dụ 21: Giá trị của A = + ——— + — +... + _ + 

1Ỉ2018! 2!2017! 3!2016! 1008!1011! 1009!1010! 

Ví dụ 22: Tìm số nguyên duong n thỏa mãn C 2n+1 + C 2n+1 +... + c 2 ”^ = 1024. 

Ví dụ 23: Có bao nhiêu số duong n sao cho 

s= 2 +(cĩ + q+...+c:)+(c;+cỊ+...+c;)+...+(c;:Ị+c;- I )+c; 


bằng? 


là một số có 1000 chữ số? 

Ví dụ 24: Tìm hệ số của X 5 trong khai triển thành đa thức của (2-3x) 2n , biết n là số 
nguyên duong thỏa mãn: C 2n+1 + C 2n+1 + C 2n+1 +... + c 2 " +1 = 1024. 

Ví dụ 25: Tìm số nguyên duong n thỏa mãn 2C°+5C 3 +8C 2 +... + (3n + 2)C^ = 1600. 

Ví dụ 26 : Với x^-1 ta có khai triển sau: 


/ T _ \ 2018 

V + 2x + 2 A 


X +1 


— ã-Q + a 2 x + a 2 x + ... + a 2 Q 2 gX + 


b„ br. b. 

-^+ - 2 -T + —1L- + ... + 

x + l (x + 1) 2 (x + 1) 3 (x + 1) 2018 


Tính tổng s = ^ b k ? 

k=l 


1 1 1 1 

Ví dụ 27: Với n là số tự nhiên lớn hon 2, đặt S n = -^ + —C- + +... + —c. Tính lim S n 

• • ' • n y —.3 s -,3 ✓-'«4 »3 n 

V^ 4 V-5 


Ví dụ 28: Tinh tổng s = -t-(CỊ ra8 ) 2 + -ỉ-(cị m f + ... + ^Gc”ỉ) 


2 \2 2017/^017x2 2018 


2018 


2017 


+ 


1 


/p2018V 
^2018 ) 
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-cl 2CÍ 3C: 


n _|_ n 


+ ... + ' 


(-l) n nc 


Ví dụ 29: Cho số nguyên dương n, tính tổng s = . . _ . , 

67 6 5 2.3 3.4 4.5 (n + l)(n + 2) 

Ví dụ 30: Tính tổng p = (c° ) 2 + (c 4 ) 2 + • • ■ ■+ (c” ) 2 theo n. 

Ví dụ 31: Cho n và k nguyên dưong thỏa mãn k < n . Chứng minh rằng 


n + 1 


n + 2 


1 


+ 


1 


rk+1 


c . c 

V ^n+l ^n+1 


1 


Ví dụ 32: Chứng minh rằng 1 + c^ + c* +... = ^ 

3 


2 n +2cos 


ĨÌ7Ĩ 


Ví dụ 33: Với số tự nhiên n > 1. Chứng minh rằng 

c° cosa + C 4 cos2a + C 2 cos3a + ... + C" cos(n + l)a = 2 n cos 11 ^cos n +~ a 

n n n n\/ 22 

Ví dụ 34: Với số tự nhiên n > 1. Tính tổng sau 

A = c 4 (cosx-sinx) + 0C 2 + C 2 3sinxcosx(sinx-cosx) + ... + C".nsinxcosx(sin n “ 2 x-cos n “ 2 x) 
Ví dụ 35: Với sô tự nhiên m nguyên duong. Chứng minh rằng 


1 


■ C‘ 


1 c 2 + - c 2 -... + ( ĩC c m 

'-1QQ1 1 v —IQOI ••• 1 


1 


1991 1991 1991 1991 1991 1991 


1991-m 1991 ~ m 1991 


LỜI GIẢI 


Ví dụ 1: Chứng minh rằng (c; -C; +c; -,..) 2 +(c; -C 3 „+Cị -,..) 2 = 2" 

Lời giải 

XétsỐphứcz = (i + l) n =C 9 + iC 1 n+ i 2 C 2 + ... + i n C n n = (C°-C 2 n + C 4 n -...)+i(C 1 n -C^ + C^-...) 
Mặt khác ta lại có z = (l + i) n = (v/2 Ị cos ^ + i sin 
So sánh z 2 ở cả hai vế ta có điều phải chứng minh! 


Ví dụ 2: Cho khai triển (x-l) 2n +x(x + l) 2n 1 =a 0 +a 1 x + a 2 x 2 +... + a 2n x 2n với n là số tự 
nhiên và n > 3. Biết y^ a 2k = 768, tính a 5 . 

k=0 


Lời giải 


Ta có 


f(i) — a Q + di-ị + &2 + ... + a 
f (—1) — a 0 — a^ 4- &2 — ••• H” 


2n 


f(l) + f(-l) = 2.jì> !l =1536 

k=0 


hay 2 2n ~ 1 + 2 2n = 1536 => n = 5 => hệ số a 5 = cỉ 0 (-1) 5 + C 9 4 = -126. 

Ví dụ 3: Gọi s là tổng các hệ số của các lũy thừa bậc nguyên dương của X trong khai 


triển nhị thức p(x) = 


/ 




1 

x + — 

V xy 


2018 


. Tính S + -C 


■>1009 

2018* 


Lời giải 

£)iểu ta biết là giọt nước, điểu ta chưa biết là đại dương - Newton 
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NHỊ THỨC NEWTON VẶN DỤNG CAO 


Ta có 


r 1 \ 2018 
x + — 

V x; 


2018 

E pk 2018-2 k 

^2018 -X 

k=0 


Để lũy thừa với số mũ nguyên dương thì 2018 - 2k > 0 <=> k < 1009. 


Suy ra s = C 2018 



+ ... + C 


1008 

2018* 


SuyraS + ỈCỈ™ 


= c" „+CL„+...+ C™ 
^"2018 ^ ^"2018 ^ ^ V- '2018 


_ pl009 
+ 2 ^2018 


/”»k_/~*n-k 


>2 


1 

S + -C 


'1009 

2018 


= CL+CL 
^2018 ^ ^"2018 


+ ... + Cln?o + —c 

I ... I on 1Q I >— 


1 


2018 


'1009 

'2018 


+ c^o + CL.O 
^ ^2018 ^ v ~'2018 


'2017 


+ ... + Clnỉo +-C 

I ... I on 1Q I 


1 


2018 


'1009 

'2018 


p0 pl p2017 p2018 ọ 2018 

— ^2018 ^"2018 ^"2018 ^2018 “ z 


VA , c 1 .-,1009 _ T2017 

Vậy S + -C 2018 =2 . 

Ví dụ 4: Cho khai triển a n (x-l) n +a n _j(x-l) n 1 + ... + a 1 (x-l) + a 0 = X n với mọi xeK, 
n e N và n > 5. Tìm n, biết a 2 + a 3 + a 4 = 83n. 


Lời giải 

Tac6x"=[(x-l) + l]"=C 0 „(x-l)” + C‘(x-ir I +CỈ(x-ir 2 + ... + C;- 1 (x-l) + C;. 


Vì a 2 +a 3 +a 4 = 83n => C; + c; + cị= 83n 


<=> 


(n-l),(n-l)(n-2) (n-l)(n-2)(n-4)_ 


2 ! 


3! 


4! 


= 83 ^>n = 13. 


Ví dụ 5: Sau khi khai triển và rút gọn thì biểu thức 
nhiêu số hạng ? 


( lì 

zu 

f 

3 

13 

x -2 

+ 

X 

— 

l X J 


V 



10 


, có tất cả bao 


Ta có 


( 1 ) 

{ X J 


^ ' 1 


+ 


Y° 

x~- 

V xj 


Lời giải 

í T 


'k 20-k 
'20 x 


10 ./ l\ 

, , + ẳc,> w 

V X ) m=0 


= ẳc 

k=0 

20 10 

=ấ(-i) CỈ 0 X M +]T;(-1)”C 

k=0 m=0 


V xy 


m 30-4m 

10 x 


Ta tìm các số hạng có cùng lũy thừa của X: 

0 < m < 10,0 < k < 20 
20 - 3k = 30 - 4m <=> 4m - 3k = 10 

Vậy trong khai triển đã cho có tất cả 21 +11 - 3 = 29 số hạng. 


«(k;m) = (2;4),(6;7),(10;10). 


1 \ 

2 X + 2 2 " X 


Ví dụ 6: Có bao nhiêu số thực X để khi khai triển nhị thức 
• • • 

thứ 3 và thứ 5 bằng 135, còn tổng của ba số hạng cuối bằng 22? 

Lời giải 


có tổng số hạng 
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Diều ta biết là giọt nưóc, điều ta chưa biết là đại dương - Newton 
































TUyểN TẬP MỘT SỐ NHÓM CÂU HỎI VẬN DỤNỐ CAO MÔN TOÁN 


Số hạng thứ (k +1) trong khai triển là T k = c k (2 X ) 
Từ đó suy ra: 

• Tổng hai số hạng thứ 3 và thứ 5 bằng 135 




( 1 '\ 

/ 

n-k 

—X 

( 2 ‘ 


2 2 

V ) 


_ _« / _ n—2 

T 2+ T 4 =cỉ(2>) 


í 1 . A 
22 

V J 


+ 


c:(2>r 


í 1 \ 

22 

V 


= 135 (1) 


• Tổng ba hệ số của ba số cuối bằng 22 

=>cr 2 +c" _1 + c" = 22 <=>^—ỉ^ + n + l = 22 <=>n = 6. 


Thay n = 6 vào (1), ta đuợc c 2 .2 4x .2 1 - 2x + Cị.2 2x .2 2 ~ Ax = 135 <^> 2 2x+1 +2 2 “ 2x 

u = 4 => X = 1 


= 9. 


Đặt 0 < u = 2 2x , ta đuợc 2u + — = 9 <=> 

u 


1 


1 1 

u = — => X = 

2 2 


Vậy 


Ví dụ 7: Trong khai triển của biểu thức (x 3 -x-2) . Tính tổng s của các hệ số của 

x 2k+1 với k nguyên duong? 

Lời giải 

Ta có (x 3 -X-2) 2 = a 0 + a 1 x + a 2 x 2 +... + a 6ũ51 x 6051 ( 1 ) 

Ta cần tính s = a 3 + a 5 + a 7 +... + a 6051 . 

Thay X = 1 vào ( 1 ), ta đuợc a 0 + a 1 +a 2 + ... + a 6051 = -2 2017 (2) 

Thay X = -1 vào ( 1 ),, ta đuợc a 0 -a 1 +a 2 -a 3 + ...-a 6ũ51 = -2 2017 (3) 

Trừ vế theo vế ( 2 ) và (3), ta đuợc 2(a 0 + a 1 +a 2 + ... + a 6051 ) = 0 2S + 2a 2 =0 s = -a 1 

Theo khai triển nhị thức Niuton, ta có (x 3 -X - 2 ) = ^ C 2017 (x 3 - X j (-2) 

k=0 

=>sốhạng a,x chỉ xuất hiện trong C 2017 (x 3 -x) (-2) 2017 1 . 

Mà c 2017 (x 3 -x) 1 (-2) 2017 ' 1 = 2017.2 2016 .(x 3 -x) => a 1 = -2017.2 2016 => s = 2017.2 2016 . 


,2017-k 


Ví dụ 8: Kí hiệu a 3n 3 là hệ số của số hạng chứa x 3n 3 trong khai triển ( x 2 + 1Ì (x + 2) 1 
Tìm n sao cho a 3n _ 3 = 26n. 

Lời giải 

'''Ỳ J c\,x-'-‘ 2 ‘)=ỵỵcici, 2 'x 

y V i=0 ) k=0 i=0 


v n-k 


Tacó(x 2 +l)"(x+2) n =ÍXCÍ(x 2 ) 

Vk=0 

Chọn 3n-2k-i = 3n-3 « 2k + i = 3->(k;i) G |(0;3), (l;l)|. 

ỉ)iểu ta biết là giọt nước, điều ta chưa biết là đại dương - Newton 


3n-2k-i 
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NHỊ THỨC NEWTON VẶN DỤNỔ CAO 


Suy ra hệ số của số hạng chứa x 3n 3 là c°c 3 2 3 + cịcl 2. 
Theo giả thiết C° n C 3 2 3 + C 3 C 3 2 = 26n => n = 5. 


Ví dụ 9: Cho khai triển x(x + l) n +2(x + l) n = a 0 + a 1 x + a 9 x 2 +... + a n+1 x n+1 với n là số tự 
nhiên và n > 2. Tìm n, biết rằng a 2 -7n; na n ; a n _2 theo thứ tự đó lập thành một cấp số 
cộng. 

Lời giải 

Ta có x(x + l) n +2(x + l) n = (x + l) n (x + 2) = (x + l) n [(x + l) + l~ = (x + l) n+1 +(x + l) n . 

(n + l)n n(n-l) 


Suy ra 


a 2 - Cn+1 + C n - 


= n 


2 2 
a„=Cl 1+ c;=(n+l)+l = n + 2 

.„-2 . ^n -2 (n + l)n(n-l) n(n-l) n(n-l)(n + 4) 


a _ c n z + c n z - 

^n-2 ^"n+1 + 


Theo giả thiết bài toán, ta có: 
n(n + 2)-(n 2 -7n)= n h~9 (n + 4 C n(n + 2)o. 


n = 0 (L) 

n = -7 (L) 
n = 10 (N) 


Vậy n = 10. 


Ví dụ 10: Xác định n biết rằng hệ sô của X n trong khai triển ịl + x + 2x 2 + ... + nx n ) bằng 
6n. 

Lời giải 

Ta có (l + x + 2x 2 +... + rtx n ) = (l + x + 2x 2 + ... + rtx n ).(l + x + 2x 2 + ... + rtx n ) 

Hệ số của X n là: l.n + l.(n-l) + 2.(n-2) + ... + (n-l).l + n.l 

= l.n + l.(n-l) + 2.(n-2) + ... + (n-l).[n-(n-l)] + n.l 


n 3 +lln 


2n + n 

"1 + 2 + 3 + .. , + (n-l)" 

-[l 2 +2 2 +3 2 +... + (n- 

2n + n 

|"l + (n-l) , 

'"í"- 1 ) 

— 

n(n + l)(2n + l) n 2 

6 


Theo giả thiết, ta có 


n 3 +lln 


= 6n => n = 5 


Ví dụ 11: Cho n là số nguyên duong thỏa mãn C” + Ị + cv, = 171. Tìm hệ số lớn nhất của 
biểu thức p(x) = (1 + x)(1 + 2x) sau khi khai triển và rút gọn. 


Ta có C^Ị + C" +1 = 171 <=> 


Lời giải 

(n + l)! > + 1 ) 1 " 


2!.(n-l)! + n! 
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n 




(n + 1) , . _ , 

; +(n + l) = 171^n 2 +3n-340 = 0^ 


n = 17 
n = -20(L) 


Khi đó p(x) = (l + x)(l + 2x) 17 -(l + x)|]c; 7 2 k x l = f]c k 7 2 k x k + Jc k 7 2 k x 

k=0 k=0 k=0 

Suy ra hệ số của x k trong khai triển là c k 7 2 k + c k 7 '2 k 1 . 

Hệ số của x k là lớn nhất khi 


c k 7 2 k + C k ỹ L 2 k ~ 1 > c k 7 +1 2 k+1 +c k 7 2 k 


c k 7 2 k +c k 7 - 1 2 k ~ 1 > c k 7 1 2 k_1 + c k 7 2 2 k ~ 2 


<=> 1 


CỰ 2 *- 1 > c *; l 2 

c k ? k > c k z 2r ? k ~ 2 

^17 ^ — ^"17 ^ 


k+lr)k+l 


<=> < 


1 ^ 2 2 
(k-l)!.(18-k)! (k + l)!.(16-k)! 

2 2 1 
k!.(!7-k)! (k-2)!.(!9-k)! 


<=> 


1 4 

(18-k)(17-k) k(k + l) 
4 1 


<=> 1 


(k-l)k > (l8-k)(l9-k) 

Vậy hệ số lớn nhất cần tìm là CỊ 2 2 12 + C\ị2 n = 50692096. 


3k 2 - 141k +1224 < 0 
3k 2 - 147k +1368 > 0 


k = 12 


110 


Ví dụ 12: Khai triển (l + x + x 2 +... + X 10 ) được viết thành a 0 + a 1 x + a 2 x 2 +... + a 110 x 
Tính tổng s = c° u a 0 -cị^ + c^a 2 -Cị 1 a 3 +... + C\°a w -C 1 ^a n . 

Lời giải 

Xét X ^ 1, từ khai triển nhân hai vế cho (x -1 ) 11 , ta được 

^x —1^ = (x— l) .Ị^ag + a 7 x + a 2 x~ 4-... + a 3 |j)X 

• Vế trái = xc (-1 ) 11 k x llk => Hệ số của X 11 bằng = 11. 

k=0 

( -11 X 

• vếphải= ^CyX 114 (-1) Ưa 0 + ajX + a 2 x 2 + ... + a 110 x 110 j 

Vk=o J 

=>Hệsốcủa X 11 bằng C ữ 11 a ữ -C\ 1 a 1 +C 1 n a 2 -C\ 1 a ?> +... + C 1 ° 1 a lữ -C [ Ị l a 11 . 

Vạy s = c° u a 0 — CỊ^a^ + c 2 1 a 2 — c 2 ja 3 +... + c 2 3 a 3 0 — CỊ 3 a 31 = 11. 

Ví dụ 13: Tính tổng 


110 


CL„ -2 2 c 2 + 3.2 2 c 3 -4.2 3 CL„ + ... 

v '2017 ^-2017 TV -'2Ữ17 ■ ^2017 


- 2016.2 2015 ơz + 2017.2 /Uib C 2017 


12016^2017 


Lời giải 

2017 , r 2017 r , 

Tac6(l-x) m7 = XCỈ„,(-l) k .x k =. (1-x)” 7 ' = £ ơ m7 .(-ĩ ) k .x k ' 

k=0 L J k=0 L J 

<=> 2017. (1-x) 2016 = cị 017 -2xC 2 017 +3x 2 C 3 017 -4.2 3 c* 017 +...-2016.2 2015 C 2 ^ +2017.2 2016 c 
Cho X = 2 ta được: 


£)iểu ta biết là giọt nước, điều ta chưa biết là đại dương - Newton 
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cỉ ũl7 -2 2 C 2 Ũ17 +3.2 2 C 3 2ũ17 -4.2 3 C^ 017 + ...-2016.2 2 ũ 15 C 2 ° 1 1 6 7 + 2017.2 2Ulb C 2U 0 ỉ' =2017 . 


,2016/^2017 


Ví dụ 14: Tính tổng T = cl 0ĩ7 + C 2Ũ17 + C 2017 +... + c 


2017 

2017 


Xét hai khai triển: 


Lời giải 


22017 ^ ^2017 0 c i c 2 c 3 c 2017 

V V v '"2017 ~ ^"2017 ~ ^2017 ’ ^"2017 ' ••• ' ^"2017 V ) 

• 0 = íl-ll 2017 =c° -C 3 +c 2 -C 3 +...-C 2 ® 7 (2) 

V / ^2017 2017 ^ 2017 ^201 7 ^ ^2017 V / 

Lấy (1) - (2) theo vế ta được: 2 2017 = 2 (c 3 017 + C 3 Ũ17 + C 3 Ũ17 +... + c 2 ” 7 ) => T = 2 2016 . 

1 1 1 1 9 

Ví dụ 15: Với neN,n>2 và thỏa mãn -2 j + -L- + _1- + ... + _L- =-1 Xính giá trị của biểu 


thức p = 


c;+cL 

(n-4)! ■ 


Lời giải 


„^11.1. 1 9 0!2! . 1!2! , 2!2! , , (n-2)!2! 9 

Ta có 1 - 1 = —<ti> ——- + ——- + - —— = — 


—7 + ~~7 + — 

c 2 cl c 


<=> 2 ! 


<=> 2! 


1 


C: 


1 


1.2 2.3 3.4 


+ ...+ 


1 


2! 3! 


4! 


n! 


(n-l) 


n 


= ^<=> 2! 
5 


11111 


1 1 




1-1 
n; 


1 1 


1 — — + —-— + —-b ... + 

22334 n-1 nj 


= n = 10=>p = 

5 n 10 


c;+ci 

("- 4)1 


c 3 + c 3 

^10 X 12 

6 ! 


59 

90 


9 

5 


Ví dụ 16: Tính tổng s - c™g + C 2 oỊg +C 2 ”g +... + c 201 8 (trong tổng đó, các số hạng có dạng 
C 201 g với k nguyên dưong nhận giá trị liên tục từ 1009 đến 2018 ) 


Lời giải 


Áp dụng tính chất c k = C" k ta có 


c° = 
^2018 

p2018 

^2018 




c 1 = 
^2018 

p2017 

^2018 




c 2 = 
^2018 

p2016 

^2018 




pl008 _ 
^2018 — 

pioio 

^2018 




pl009 _ 
^2018 “ 

pl009 

^2018 




=> c° +C 1 
”^ v_ '2018 ^ ^2018 

+ c 2 
^ ^2018 

pl009 _ pl009 p2010 p2018 

-h ... -h ^2018 — ^2018 ^2018 ^"2018 • 

=> 2S = 

= c° +C 1 +c 2 + 
^2018 ^ ^2018 ^ ^2018 ^ • 

p2018 pl009 

2018 ' ^"2018 * 

Mặt khác C 2Ũ18 

+ C 1 
^ ^"2018 

+ c 2 
^ ^2018 

+ ... + C 2 gỊg = (1 + l) 2018 = 2 2018 . 


ọ 2018 ,-.1009 ,-.1009 

_ + ^-2018 _ 2 m7 _|_ ^2018 

2 2 
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Điều ta biết là giọt nước, điều ta chưa biết là đại dương - Newton 






































TUyểN TẬP MỘT SỐ NHÓM CÂU HỎI VẬN DỤNỐ CAO MÔN TOÁN 


Ví dụ 17: Biết rằng trong khai triển nhị thức Niu-tơn của đa thức p(x) = (2 + X + 2x 2 + X 3 ) 
thì hệ số của X 5 là 1001. Tổng các hệ số trong khai triển của p (x) bằng bao nhiêu? 


Lời giải 

Ta có p(x) = (2 + x + 2x 2 +x 3 ) = (2 + x) n (l + x 2 ) 

=í ÌN:; 2"-V Ỵ 1 ì=£ £ (CK 2"- 1 ) x k * 21 . 

Vk=0 J \ l =0 ) k=01=0 

Hệ số của X 5 ứng với k + 21 thỏa mãn k+ 21 = 5 => (k;l) = ị(5;0),(3;l),(l;2)| 

• Truờng hợp 1. Với n > 5 khi đó (k;l) = |(5;0),(3;l),(l;2)Ị. 

=^>Hệ số của X 5 là c 5 n c° n 2 n ~ 5 +c 3 n ơ n 2 n ~ 3 +ơ n c 2 n 2 n ~ 1 =1001. 

Vì vế trái lẻ mà vế phải luôn chẵn nếu n > 5 do đó chỉ có thể chọn n = 5. 

Thử lại vào phuơng trình ta thấy n = 5 thỏa mãn điều kiện. 

• Truông hợp 2. Với 3 < n < 5 khi đó (k;l) = j(3;l),(l;2)j. 

=^>Hệ số của X 5 là c^c^^+c^c^- 1 =1001. 

Vì vế trái lẻ mà vế phải luôn chẵn nếu n > 3 do đó chỉ có thể chọn n = 3. 

Thử lại vào phuơng trình ta thấy n = 3 không thỏa mãn điều kiện. 

• Truờng hợp 3. Với n = 2 khi đó (k;l) = (l;2). 

=>Hệsốcủa X 5 là C 2 C 2 2 = 1001: vô lý. 

Do đó chỉ có n = 5 thỏa mãn => tổng các hệ sô trong khai triển là — — — > 6 5 = 7776. 

Ví dụ 18: Cho khai triển P(x) = (l + x)(2 + x)...(l + 2017x) = a 0 +a 1 x + a 2 x 2 +.... + a 2ũl7 x 2017 . 
Kí hiệu P'(x) và P"(x) lần luợt là đạo hàm cấp 1 và đạo hàm cấp 2 của đa thức p(x). 
lìm hệ sô a 2 ? 


Lời giải 

Ta có P'(x) = a 1 +2a 2 x + 3a 3 x 2 .... + 2017a 2017 x 2016 . 

Tiếp tục đạo hàm lần nữa, ta có P"(x) = 2a 2 +6a 3 x.... +2017.2016a 2017 x 2015 . 

P"(0) 

Cho X = 0, ta đuợc P"(0) = 2a 2 => a 2 = v ' 


Chú ý P'(x) = p(x). 


1 


P" = P(x). 


1 


+ —— 
1+x 2+x 

2 


+ ....+ 


2 

2017 ^ 


1 + 2017X 


1 + X 2 + x 


■....+ 


2017 


1 + 2017X 


+ P(x) 


T 


1 + X 2 + x 


2017 


2 \ 


1 + 2017x 


Ví dụ 19: Tìm hệ số của số hạng chứa X 3 trong khai triển 

(l-2x + 2015x 2016 -2016x 2017 +2017X 2018 ) 60 . 


Lời giải 

Điều ta biết là giọt nưóc, điểu ta chưa biết là đại dương - Newton 


Chinh phục olympic toán I 39 
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Đặt 


f (x) = (l -2x + 2015x 2016 -2016x 2017 + 2017x 2018 ) 
g (x) = 2015x 2016 - 2016x 2017 + 2017x 


2018 


m 60 , 

Suy ra f (x) = [l + (-2x + g(x))] = £c k 0 [-2x + g(x)] 

k=0 

60 k . 

= Ẽ c »È c i,(-2x)'-[gW] ( 0 <i<k< 60 ). 

k =0 i =0 

Vì bậc của đa thức g(x) là 2018 => số hạng chứa X 3 ứng với 
Vậy hệ số cần tìm là Cg 0 .C 3 .(-2) 3 = -8.Cg 0 . 


k-i = 0 
i = 3 


k = 3 
i = 3 ' 


no 


X 10 x 9 (1 x \ x 8 (1 x y h-xì 

Ví dụ 20: Biểu thức 777 + — . ^— 7 : - + —— 77 ~ +... + - 7-77 — bằng bao nhiêu? 


10! 9! 1! 8! 2! 


10 ! 


Lời giải 

Ta cô ^-£4, 

k! (10-k)! 10! k!(lO-k)! v ’ 


1 


.c k 0 .x k .(l-x) 10 ~ k (0 < k < 10) 


10 ! 


X 10 X 9 


(1-x) | X 8 (1-xỵ (1-x) 

10! ^ 9! 1! 8!' 2! 10! 


10 


JỊ 

Ĩõĩt 


10 

£c k 0 .x k .(l-x) lũ - k 

k =0 


1 / - \10 1 
(x + l-x) = 


10 ! 


10 ! 


1 1 1 

Ví dụ 21: Giá trị của A = _7—— + _7_ + _ 2— — +... + 

112018! 2!2017! 312016! 


1 


1 


1008! 1011! + 1009! 1010! 


bằng? 


Lời giải 


Ta có 


1 


k!(n-k)! n! 


c k 

= ——. Do đó 


CLn 

Ạ _ 2019 


+ 


c 


2019 


2019! 2019! 2019! 


p3 pl009 

^2019 , ^2019 


CLn +CL„ + ... + C™n 

V-2019 t ^-2019 T ••• ^ ^2019 


2019! 


2019! 


. /^1 / 1 2 , ■ /'-'1009 '1 ọ 2018 

_ ^"2019 ^2019 ^"2019 ^"2019 — 1 ^ 


2019! 


2019! 


Ví dụ 22: Tìm số nguyên duong n thỏa mãn C 2n+1 + C 2 n+1 +... + C 2 ^Ị = 1024 


Lời giải 

Ta có 2 2n+1 = (1 + l) 2n+1 = c° 2n+1 + c 3 n+1 +... + c 2n+1 
0 =(i-i) 2 " ư =q„ a -cỊ„ 1 +...-c 

Suyra2(CL 1 +CLi+- + Cị”ỉ) = 2 
Do đó 2 2n = 2024 <=> 2 2n = 2 10 <=> n = 5. 


■»2n+l 

'2n+l 


i2n+l 


'2n+l 


c* + c? +... + C 2 ? + ì = 2 2n 

v ”'2n+l ~ ^2n+l ’ *** ' v ^2n+l z - 
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•E)ỉều ta biết là giọt nưóc, điều ta chưa biết là đại dương - Newton 









































TUyểN TẬP MỘT SỐ NHÓM CÂU HỎI VẬN DỤNỐ CAO MÔN TOÁN 


Ví dụ 23: Có bao nhiêu số dương n sao cho 

s= 2 +(c;+c“+...+c;)+(c;+cỉ+...+c;)+...+(c;:ỉ+c;- 1 )+c; 

là một số có 1000 chữ số? 

Lời giải 

Ta có: 

s= 2 + (q+q + ... + c°„) + (cỉ + cị+...+c;)+...+(c;:ỉ + c;-')+c; 

= 2 +(c;+c;)+(q+cỉ+q)+...+(c"_ 1 +c;_ 1 +...+c;:;)+(c"+c;+...+c;) 

= 2 + 2 + (l + l) 2 + ... + (l + l) n 1 +(l + l) n 

= 2 + 2 3 + 2 2 + ... + 2 n = 2 + 2 .-^-^ =>s = 2 n+1 . 

2-1 

s là một số có 1000 chữ số => 10 999 < s < ÌO 1000 <=> 10 999 < 2 n+1 < ÌO 1000 
<=> 999 log 2 10 -1 < n < 1000 log 2 10-1 

Do neN nên n e {3318;3319;3320}. 

Vậy có 3 số nguyên dương n thỏa mãn yêu cầu bài toán. 

Ví dụ 24: Tìm hệ số của X 5 trong khai triển thành đa thức của (2-3x) 2n , biết n là số 
nguyên dương thỏa mãn: C 2n+1 + C 2n+1 + C 2n+1 +... + c 2 ” +1 = 1024. 

Lời giải 

Ta có (x+if *' =CL 1 .X 2 ” 1 +CL..X 2 " +...+CL 1 .x+c;;;ỉ (1) 

Thay X = 1 vào (1): 2 2 ”' =CL, + cị n ,, + ... + C“ , +c“;; (2) 

Thay x = -l vào (1): 0 = -CỈ„,+CL 1 ---CỈ:. I +CỈ;;ỉ (3) 

Phương trình (2) trừ (3) theo vế: 2 2n+1 = 2(c° n+1 +C 2n+1 +... + C 2 " +1 ) 

Theo đề bài ta có 2 2n+1 = 2.1024 <=> n = 5 

Số hạng tổng quát của khai triển (2-3x) 10 là T k+1 = c k 0 .2 10_k .(-3x) k = c} 0 .2 10_k .(-3) k .x k 
Theo giả thiết ta có k = 5 . Vậy hệ số cần tìm là C 20 .2 5 .(-3) 5 = -1959552 . 

Ví dụ 25: Tìm số nguyên dương n thỏa mãn 2C°+5C 2 +8C 2 +... + (3n + 2)C" =1600. 


Lời giải 

Ta cỏ 2C°„ + 5c; + sc; +... + (3n + 2)c; = 3(c; + 2c; +... + nc;)+ 2 (c; + c; + c; +...+c;). 
Mặt khác c° + c} +c 2 +... + C” = 2 n . 

Cách 1: Ta có kc k = k.-—= n.-— — = nC k :{. 

n (n-k)!k! (n-k)!(k-l)! n_1 

Khi đó c 2 + 2C 2 +... + nQ = nC°_ a + nC 2 „T +... + nC":} = n(C° n _T + C 2 _t +... + C":ỉ) = U2"- 1 . 
Cách 2: (1 + x) n = c° + cịx + C 2 X 2 + C 3 X 3 +... + c> n (1). 

£>iều ta biết là giọt nước, điểu ta chưa biết là đọi dương - Newton Chinh phục olympic toán I 41 












NHỊ THỨC NEWTON V*N DỤNỔ CAO 


Đạo hàm hai vế của (l) ta được n(l + x) n 1 = c* *+2xC 2 +3x 2 C 8 +... + nx n 1 C" 
Khi đó với X = 1, ta có n2 n_1 = c* + 2C 2 + 3C 8 + ... + nC” 

Do đó 2C° n +5Ơ n + 8C 2 + ... + (3n + 2)C” = 3n.2 n_1 +2.2 n = (3n + 4).2 n_1 . 

Theo giả thiết ta có (3n + 4) .2 n_1 = 1600 <=> n = 7 . 


Ví dụ 26 : Với X 5* -1 ta có khai triển sau: 


/ 0 X 2018 

v+ 2 x + 2 v 


x + 1 


2 2018 

= cÌq + a^x + a 2 X + ... + a 2 Q 4 gX 


X 


^1 _, ^2 ■ ^3 . ■ ^2018 

+ 1 (x + 1) 2 (x + l) 3 ■■■ (x + 1) 2018 


Tính tổng s = ^ b k ? 

k=l 


f 2 , ~ , 0 X 2018 

X +2x + 2 


Đặt f (x) = 

K) l X+1 y 

Suy ra a 0 + s = 2 2018 (l) 


Lời giải 

, ta có f (o) = a 0 + b x +... + b 201 g = 2 2018 . 


Lại có f (x) = 


r 


1 


N 2018 


X +1 + 

V x + 1 
1008 


2018 

= Z c L(x+i) 

k=0 


2 k -2018 


z 


c 


2018 


2018 


to (x + 1) 


2018 - 2 k 


s CU( X+1 ) 


2 k -2018 


k =1009 


Suy ra 

• u _u = u = 0 — >s = b, + b, + „ = CL „ + C;L„ + ... + CĨSĨÍ +CỈ??? 

U 1 Ư 3 ••• Ư 2017 w ^ ^ Ư 2 T Ư 4 -r ...-r Ư 2018 ^"2018 ^ ^2018 ^ ••• ^ ^"2018 ^ ^"2018 

# a _ pl009 pioio r 2017 r 2018 r 1009 c r k =r n ~ k ) í?) 

a 0 v "'2018 ~ ^2018 ’ **• ’ ^2018 ' ^"2018 ^"2018 ^ ^ V VA /• V / 

Từ (1) và (2), suy ra s = 2 2017 -ịc™. 

Ví dụ 27: Với n là số tự nhiên lớn hon 2, đặt S n = -Ịr- + -^r + -^ 7 - + ... + . Tính lim s 

• • ' • n /-^3 /-»3 /^4 /~»3 n 

^3 V-«4 ^5 


Lời giải 

Ta có c 3 _ n! _ (n-3)!(n-2)(n-l)n _ n(n-l)(n-2) _ 1 _ 
n 3!(n-3)! 


Vậy ta có S n = 


(n-3)!x6 
6 


c n n(n-l)(n-2) 


+ ...+ 


1.2.3 2.3.4 3.4.5 n(n-l)(n-2) 

. 2 1 1 2 1 1 2 1 1 

Nhậnxét —=— = -77-777-; 7-77—= 7777 - 7777 7 -77-7--7—= 7 - 7777 -777-7-=77— 

1.2.3 1.2 2.3 2.3.4 2.3 3.4 (n-2)(n-l)n (n-2)(n-l) (n-l)n 


s n =3 


í 1 

1 

1 

1 

1 1 1 13 

1 Ị 

— 

í 1 

13 

/ 

— a 

U.2 

2.3 

2.3 

3.4 1 

n-2 n-1 n-1 n y 

— ư 


n J 

— 0 

V 


( n-2 
2n 


3n-6 

2n 
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biều ta biết là giọt nước, điều ta chưa biết là đại dương - Newton 

























































TUyểN TẬP MỘT SỐ NHÓM CÂU HỎI VẬN DỤNỐ CAO MÔN TOÁN 


Vậy limS n = lim 


í 


3n-6 


X 


= lim 


n 


7 


2n 

2 n+2 -n-3 2 100 -n-3 

Kết hợp giả thiết có -—— = -——-— 

(n + l)(n + 2) (n + l)(n + 2) 


V 


3 

2 


n = 98 


Vídụ28 : TfnhtổngS = ^(C^ 18 ) 2 +^(c4 8 ) 2 +... + ^(C” 8 7 ) 2 + ^(C”s) 


Lời giải 


1 


2018 


Tính tổng s = ^(cu) 2 + ^(cị 018 f+... + ĩ^ị 


p2017 \ 2 2018 / p2018 \ 
^"2018 ) + ^ ^2018 ) 


Ta có c k = ——-C k 1 với vk e N, n e N, n > k nên: 


s = 


1 ^ 2018 ^0 


c 

V—- r 


2018 2018 * 1 


Cl 0 + . 


2 ^2 2017 ^ t , p2018 

" r )(Y\ c • 


2017 


c 


■ CL+...+ 
^-2018 T ••• T 


2018 


1 


1 


c 


2017 


2018* 20^ g 2018 


_ p 1 p0 p2 pl p2017 p2016 p2018 p2017 

- ^2018 •'"-'2018 + ^2018 •'^-'2018 ^2018 •'"-'2018 '^'2018*^2018 • 

yv pk _ p2018-k c _ pl p2018 p2017 p2017 p2 p2018 pl 

ivia ^2018 - '"-'2018 ra ^ — '"-'2018 •'"■'2018 ^2018 •'"■'2018 ~r ••• + ^-2018 •'"-'2018 *""2018 •'"-'2018 • 

2018 

Mặt khác ta có (1 + x) 2018 = ỵ C ỵ 20ĩ8 x ỵ => (1 + x) 2018 . (1 + x) 2018 

k=0 

2018 2018 2018 
= YcL„x k .y cLoX 1 = V cL„.cL„.x k+1 í lì. 

/ 1 V -'2018 A ' •^j'"-'2018 a ^ 2018-^2018 ,A - V /• 

k=0 1=0 k,l=0 

Suy ra hệ số của số hạng chứa X 2019 trong khai triển của (1) là 

c _ p 1 p2018 p2 p2017 p2017 p2 p2018 pl 

D - '"-'2018 •'"-'2018 '"■'2018 •'"-'2018 ~*~ ••• ~*~ ^2018 •'"-'2018 ^ 2018 •'^" 2018 • 

4036 

T • /-1 \2018 /-1 , . \2018 _ \4036 _ \ 4036 _ _n /o\ 

Lạido(l + x) .(l + x) =(l + x) ;(l + x) = X C 4036 * ( 2 ) 

n=0 

Suy ra hệ số của số hạng chứa X 2019 trong khai triển của (2) là c 

Vâv Q — p 1 p2018 p2 p2017 p2017 p2 p2018 pl p 

V ạy o ^2018*^2018 ^ ^2018*^2018 ***" r ^2018*^2018 ^ ^2018*^2018 ^ 


2019 
4036 * 


2019 

4036 


4036! 


20191.(4036-2019)! 


4036-2018 4036! _ 2018 

2019 2018!.(4036-2018)! - 2019 ^ 4036 ■ 


p2018 


Ví dụ 29: Cho số nguyên duong n, tính tổng s = 


-cl 2C 2 3C: 


n _|_ n _ n _|_ _|_ 


2.3 3.4 4.5 


HT nc” 

(n + l)(n + 2) 


Lời giải 


Với k, neN, 0 < k < n, n>0 ta có: 


—ỉ—CỊ; = 

k + 1 n 


n! _ (n + 1)! 

(k + l)k!(n-k)! “ (n + l)(k + l)!(n-k)! 


1 


n + 1 


c 


k+1 

n+1 


/ 

Ap dụng ta có: 


-Diều ta biết là giọt nưóc, điểu ta chưa biết là đọỉ dương - Newton Chinh phục olympic toán I 43 









































NHỊ THỨC NEWTON VẶN DỤNỔ CAO 


k-C k c k f 

(k + l)(k + 2) k + l[ 


r> \ ỵ^k f-^k fik+l /'-'•k+2 

z = __ n __2 _ —H _ — _n+l 2 _n+2 _ 

k + 1 (k + l)(k + 2) n + 1 '(n + l)(n + 2) 


k + 2 


Suy ra s = 
Ta có: 


-C 2 +c 3 -C 4 + + 

^n+l^^n+1 '‘■"n+1 ' ••• ' 

(-1)"C“Ị 2 

-C 3 +c 4 + + 

^n+2 ^ v '“'n+2 ^ ^ 

(-1) 

n /'~»n+2 
^n+2 

n + 1 

(n + l) 

(n + 2) 



• -C 2 + ... + í-lì n C" + ! = Í-C°, + c 4 -C 2 + ... + ('-lì n CC!Ì+C° -C' 

S+1 T, " T 1, ± J ^n+l 1 ^-n+l^^n+l S+1 T,,,T 1, ± J '“n+l 1 v -n+l v -n 

= -(l-l) n+1 + l-(n + l) = -n. 

• -C 3 +c 4 +... + í-lì n CHỒ 

= (c°n-Cl.n+C*n-Cĩ.n+C*n + ' + C? + í;ì-ÍC° -Cì.n+Cì.n) 

l^n+2 v ""n+2 ' v '-'n+2 ^n+2 ^ ^n+2 ^ ^ V x ) ^n+2 1 \^n+2 ^n+2 ^ ^n+2 ) 

= (l-ir 1 -íl-(n + 2)+ (n + 1)(n+2) k-^. 

V 2)2 

,„ c _ 1 / X , 2 n 2 +n -n 

J n + l v ’ (n + l)(n + 2) 2 (n + l)(n + 2) 

_ /_„\2 /_,\2 / __ \2 


(c°) 

HI 

ÍV) 

| 2 + - + l 

(c;) 


Lời giải 

Ta có (l + x) n (l + x) n = (l + x) 2n ( 1 ). 

í n A ( n 'N 2n 

(l + x) n (l + x) n = Jc*x k • ẳ c n x ‘ và ( 1 + x ) 2n =Ê C 2n XÌ - 

Vk=o J \ 1=0 y i=0 

Xét hệ số của x n trong khai triển vế trái của (1) là ^ c k .c', = ^C k .C"” k = ^(c k Ỵ 

k+l=n k=0 k=0 

Hệ số của x n trong khai triển vế phải của ( 1 ) là C” n . 

Từ đó suy ra ỵ(c k n ) 2 = (c; ) 2 +(c; ) 2 +...+(c;; ) 2 = c; r 

k=0 


' 2 n 


Ví dụ 31: Cho n và k nguyên duong thỏa mãn k < n. Chứng minh rằng 


n + 1 


n + 2 


1 


c k „ 

v^n+l 


+ 


1 


c 


k+1 

n+1 


1 


Lời giải 


Biến đổi giả thiết ta có 


n + 1 

( 1 1 ) 
1 

n + 1 

( k!(n + l- 

-k) 

! 

(k + 

!)! 

(n 

-k) 

0 

n + 2 

/'■''k 1 /'■'•k+1 

v^n+l ^n+1 J 

n + 2 

V 

(n + l) 

! 

(n + l) 

! 

) 


1 

C^ 


44 I Chinh phục olympic toán hiểu ta biết là giọt nước, điều ta chưa biết là đại dương - Nevvton 
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1 , 1 , ,1 

Tông quát. —— + —— + ...+ 


n + 2 


c . c... 

^n+l ^n+1 


c::ỉ 2 (n+i) 


1 1 


1 


0 /->1 /^»n 


. c C n 

V n n 


c 


n y 


Ví dụ 32: Chứng minh rằng 1 + c 3 + c^ +... = ^ 

3 


2 n + 2 cos 


ĨÌ7T 


Lời giải 

Ta có 2 n = c° +c„ + c 2 + ... + C” (l). Xét số phức a = cos^ + isin^ ta có 


a 3 = 


f _2ji 27ĩ^ 3 

cos —— +1 sin —— 

3 3 


= lo (a-l)(a 2 + a + l) = 0 


V ^ ^ y 

Mặt khác 

• (1 + a) n =c° n + aCị + a 2 C 2 +... + a n C" =c° n + aCị + a 2 C 2 +c 3 n + aơ n + a 2 C 5 n (2) 

• (l + a 2 ) n = c° n + a 2 ơ n + a 4 C 2 +... + a 2n C" =c° n + a 2 ơ n + aC 2 + c 3 + a 2 C 4 +... (3) 
Cộng 2 vế của (l),(2),(3) ta có 

2 n +(l + a) + (l + a 2 ) =3(c° +c 3 +c® + ...) + (l + a + a 2 )(C 4 +c 2 + c 3 ...) 

= 3(c° n +c 3 + cf 1+ ...) 

Mà l + a = cos — + i sin ^; 1 + a 2 = cos — - i sin ^ nên ta có điều phải chứng minh! 

3 3 3 3 

Ví dụ 33: Với số tự nhiên n > 1. Chứng minh rằng 

c° cosa + CỊ, cos2a + C 2 cos3a + ... + C" cos(n + l)a = 2 n cos n ^cos n + ~ a 

n n n n \ / 22 

Lời giải 


Xét khai triển (x + l) n = c° n + xC 4 + X 2 C 2 + ... + x n q; => X(x + l) n = í*V +1 C k 

k=0 

Thay X = cos a + i sin a và sử dụng công thức Moive ta có 

(cos a + isina)(cos a + isina) n = c° n cosa + c 4 cos2a +... + CJJ cos(n +1)a 

+ i(c° sina + c 2 sin2a + ...C^sin(n + l)aỊ(l) 


Mặt khác (l + cosa + isina) n = 
Theo công thức Moive ta có 


r\ 2 ^ . a (X 

2cos —+ 2isin —cos — 
2 2 2 


V 1 _ 

= 2 n cos 11 - 


a . . a 
cos -Mi sin — 
2 2 



( a 

. . 

n 


f 

na 

. . na 3 

cos a +1 sin a 

cos — 

+1 sin — 


= cosa + isina 

cos 


-1 sin — 

V / 

l 2 

2 J 


V / 

V 

2 

2 J 


n+2 .. n+2 

= cos ——— a +1 sin ——— a 
2 2 

1—. 4 ỵ .. \ n n ct n 2 . • r. n n ^ . n ~í~ 2 / — \ 

Do đó 1 + cosa + isina =2 cos — cos—-—a + i.2 cos —sin——a 2 

V ) 2 2 2 2 w 

Từ (l),(2) ta có điều phải chứng minh! 

Điều ta biết là giọt nưóc, điều ta chưa biết là đại dương - Newton 
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Ví dụ 34: Với số tự nhiên n > 1. Tính tổng sau 

A = cị (cosx-sinx) + 0C 2 +C^3sinxcosx(sinx-cosx) + ... + C^.nsinxcosx(sin n “ 2 x-cos n “ 2 x) 


Lời giải 


Xét hàm số y = (1 + cosx) n + (1 + sinx) n thì: 

y = (c° +c 2 cosx + C 2 cos 2 X + ... + C” cos n x) + (c° + c 2 sinx + ... + C^ sin” X) 

= 2C° + c* (sinx + cosx) + C 2 (sin 2 X + COS 2 x) + ... + C^ (sin n x + cos n x) 

=> y ' = cị (cos X - sin x) + o.c 2 + c^3 sin X cos X (sin X - cos x) 

+... +C"nsinxcosx(sin n “ 2 x-cos 11 ” 2 x) 

Do đó A = y' = ((l + cosx) n +(l + sinx) n ] = n(l + cosx) n 1 .(-sinx) + n(l + sinx) n 1 cosx 


= nỊcosx(l + sinx) n 1 -sinx(l + cosx) n 1 j 


Ví dụ 35: Với số tự nhiên m nguyên duơng. Chứng minh rằng 

1 


1991 


- 

'-■'1991 


1 c! 991 + 1 c 2 -...+ ( ^ 


1991 


1991 


1991-m 


c 


m 

1991-m 


1 

1991 


Lời giải 


Với n = 1,2,...,ta đặt s(n) = ^(-l) m c™_ m trong đó tổng đuợc lấy từ m = 0 cho đến hết 

m 

những số hạng khác 0. Ta có ^ = C” 'ị 1 :n = 1 - s (n) 

k=m 


Ta có 


S(n) = l-^S(k), suy ra S(n + l) = S(n)-S(n-l) (1) 

k=0 

s(0) = s(l) = l,từđó S(2) = 0 / S(3) = -1 / S(4) = -1,S(5) = 0 / S(6) = 1,S(7) = 1 


Từ (1) ta có s(m) = s(n)nếu m = n(mod6). Do 


n 


C” = C” m +c:;' , nên ta đuợc: 


n-m 


"n-m n-m n-m-1 


1991. 


1 


■ Cí 


1 c' + 1 

V— 10OI 1 


1991 ' 1991 1991 1991 1991 


ợ* 2- I ( "0 I 1 /^995 

'-1991 '-1991-m r\r\s ^996 


1991-m 


996 


= 1 


Suy ra điều phải chứng minh. 
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TUyểN TẬP MỘT SỐ NHÓM CÂU HỎI VẬN DỤNỐ CAO MÔN TOÁN 


LỜI KẾT 

Vậy là ta đã đi tới những trang cuối cùng của sản phẩm lần này, tuy không phải quá hay 
nhung chắc hẳn đã giúp các bạn nắm vững đuợc kiến thức cơ bản của bài tập nâng cao 
chuơng này. Do thời gian không cho phép nên chua thể đua thêm đuợc nhiều bài toán hay 
và khó vào đuợc, nên mình sẽ gửi kèm link một số tài liệu tham khảo duới đây. Một lần 
nữa cảm ơn những nguời đã có đóng góp cho bài viết này, chúc các bạn có một kì ôn thi 
thành công! 

TÀI LIỆU THAM KHẢO 
• 

[1] Chuyên đề tổ hợp bồi duỡng học sinh giỏi - Lê Hoành Phò 

[2] Chuyên đề nhị thức Newton - Vted.vn 

[3] Chuyên đề bồi duờng học sinh giỏi tổ hợp và nhị thức Newton 

[4] Tuyển tập các chuyên đề tổ hơp - MathScope 

[5] Tổ hợp và quy nạp - Hà Huy Khoái 

[6] Một số chuyên đề tổ hợp dành cho học sinh năng khiếu 

[7] Đẳng thức tổ hợp - VMF 

[8] Nhị thức Newton và công thức tổ hợp - Nhiều tác giả 


Điều ta biết là giọt nưóc, điều ta chưa biết là đại dương - Newton 
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